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几点说明

时变电磁场题型变化不大，一般有
1. 证明题：列写麦克斯韦方程组，通过题目给定的假设，
根据目标，推导各种简化形式的波方程或补全证明过
程

解波方程的一贯思路：先解波动因子 Ż ∝ e∓z，再解
波形因子 Ė , Ḣ。记住：Γ2 = K2

c − ω2µϵc，其中，
ϵc = ϵ− j γω
横纵向拆解：横向场 Ė⊥, Ḣ⊥ 用纵向场 Ėz, Ḣz 表示
传播常数 Γ = α+ jβ 在不同媒质下的化简

2. 计算题：一些基本公式或基本定义要掌握/记，时谐定
义按照课程教科书定义

时谐相量定义、波速 v、波长 λ、频率 f 或 (角) 频率
ω、相位常数 β、传播常数 Γ = α+ jβ
各种形态 (TM,TE,TEM) 波阻抗 Z 定义

⇒ 电磁波在分界面的反射 r、透射 t 系数定义
趋肤深度 d 定义
波导截止条件定义，知道波导如何工作
天线辐射输出功率公式
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必备 (背) 公式
色散关系 Γ2(ω) = K2

c − ω2µϵc，其中，Γ(ω) = α(ω) + jβ(ω)
复介电系数 ϵc = ϵ

(
1− j γ

ωϵ

)
= ϵ− j γ

ω

趋肤深度 d 或衰减率 α = 1
d =

√
πfµγ

波阻抗

Z(ω) ≡
Ė⊥,总

Ḣ⊥,总

=



√
µ
ϵc

= η TEM

Γ
jωϵc

= η

√
1− f2c

f2 TM
jωµ
Γ

= η√
1−

f2c
f2

TE

其中，fc = ωc
2π

= Kc
2π

√
µϵ

波从媒质 1 打到媒质 2，分界面反射系数 r、透射系数 t

r(ω) = Z02 − Z01

Z02 + Z01
, t(ω) = 2Z02

Z02 + Z01

矩形波导截止波数

Kc =

√(
mπ
a

)2

+

(
nπ
b

)2 {
TM: m,n ∈ N
TE: m,n ∈ N 或其中之一为0

对 TEM，恒有 Kc ≡ 0 (中空、单一导体无法传播 TEM 波)
相速 vp ≡ ω

β
、群速 vg ≡ dω

dβ
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篇章架构

除了定性介绍媒质特性外，时间所限，这一章将分三次课
介绍：

Part I: 波动、波形、波速、色散 ⇒ §9.2、§9.4
Part II: 平面电磁波、反射、透射 ⇒ §9.3
Part III: 波导、传输线、辐射 ⇒ §9.5、§9.6
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电磁波/电磁辐射频谱
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波与频率
大部分时候，研究波在不同媒质中的行为时，波速与波长
随媒质而变，但波的频率不变2。频率 f 是单位时间内波振
动或重复的次数，SI 单位为 Hz。周期是频率的倒数
T = 1/f，SI 单位为 sec。角频率定义为 ω = 2πf，SI 单位
为 rad/sec。

在同一媒质中，电磁波传播速率是

v =
1

√
µϵ

不随参照系而变。波速、波长、频率恒有 v = fλ 关系。

2注意，此处所说的不变，与相对论中涉及不同参照系的不变量不是一回事。
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媒质在时变电磁场作用时概念的推广

媒质在外加电磁场作用下，有传导、极化、磁化。

传导: 自由电荷定向运动 ⇒ 电导率 γ

极化: 束缚电荷形成电偶极子 ⇒ 介电常数 ϵ

磁化: 分子环流形成磁偶极子 ⇒ 磁导率 µ

在时变电磁场中，形成以上过程需要有限时间 ⇒ γ, ϵ, µ 有
频率的依存关系。恒定电流场的热效应，在时变电磁场中，
极化或磁化也有相应的损耗 ⇒ γ, ϵ, µ 一般为复数。这些媒
质在时变电磁场的频率特性也相应地反映在电磁波的传播
特性上 ⇒ 色散关系 (dispersion relation)。
媒质电导率一般在时变电磁场频率低于微波频段时仍可看
作常数，频率更高的频段 (如，太赫兹、红外光) 就不再是
常数。

媒质电磁特性的一般分析方法涉及量子力学，尽管经典电
磁场理论有直观的优势。
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一种沿固定方向传播的电磁波

讨论将分为两个方面

波动问题 : 研究电磁波沿传播方向的行波、驻波以及
与负载的匹配等传播方式问题 (包含了传输线理论)
波形问题 : 研究电磁波在垂直传播方向的横截面内的
分布规律，也就是场结构或场模式

讨论将先从纵向波动问题开始，接着横向波形问题。

分析将从时谐相量表示的波动方程 [Helmholtz 方程] 开始{
∇2Ė + ω2µϵcĖ = 0
∇2Ḣ + ω2µϵcḢ = 0

提醒: 以下介绍的是一种分析电磁波问题的系统方法。
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波动因子 Ż(z) ⇒ 波怎么动、怎么沿传播方向
演化
利用以下方式将 z 的依存关系与 (x, y) 解耦3

Ė(x, y, z) = Ė(x, y)Ż(z)

=
[
Ėx(x, y)ex + Ėy(x, y)ey + Ėz(x, y)ez

]
Ż(z)

= Ė⊥(x, y)Ż(z) + Ėz(x, y)Ż(z)ez

∇2 = ∇2
⊥ +

∂2

∂z2 [∇⊥可以是直角坐标或圆柱坐标]

波动因子遵循

d2

dz2 Ż(z)− Γ2Ż(z) = 0 ⇒ Ż(z) = A+e−Γz + A−eΓz

其中，复传播常数 Γ = α+ jβ ，α 称为衰减常数
(attenuation constant)，β 为相位常数或波数
(wavenumber)。

3只有“函数关系”解耦，横向与纵向“方向”还没解耦
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波动的传播特性 (图 9-4-3)
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波形因子 Ė , Ḣ ⇒ 波长什么样、横向、纵向

将波动因子 Ż(z) 代人 Helmholtz 方程，可得矢量波形因子
所遵循的方程

∇2
⊥Ė(x, y) +

(
ω2µϵc + Γ2

)
Ė(x, y) = 0

注意，Ė(x, y) 有三个方向，ϵc 为复介电系数。此处定义一
个重要参数，称截止波数 Kc (cutoff wavenumber)
K2

c = ω2µϵc + Γ2 。

以上方程可以拆解成横向与纵向，有

∇2
⊥

{
Ė⊥(x, y)
Ėz(x, y)

}
+ K2

c

{
Ė⊥(x, y)
Ėz(x, y)

}
=

{
0
0

}
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对磁场而言，也有以上结果

∇2
⊥

{
Ḣ⊥(x, y)
Ḣz(x, y)

}
+ K2

c

{
Ḣ⊥(x, y)
Ḣz(x, y)

}
=

{
0
0

}

上面介绍了复传播常数 Γ 与截止波数 Kc，还有电磁波频
率等，到底谁决定谁? 以下图例表示三个参数之间关系
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波形因子的横向解可用纵向解表示
不失一般性，假设电磁场往 +z 定向传播，欲解4{

Ė(x, y, z;ω) = Ė(x, y;ω)e−Γz

Ḣ(x, y, z;ω) = Ḣ(x, y;ω)e−Γz

其中，Ė , Ḣ 包含横向 Ė⊥, Ḣ⊥ 与纵向 Ėz, Ḣz 分量。以下
定理表明只要知道纵向分量，横向分量可以与之关联。

时谐场 = 波形因子 × 波动因子，其中，

波动因子 e∓Γz 已坐标解耦 (x, y) 与 z

波形因子将分量解耦 Ėx,y, Ḣx,y 与 Ėz, Ḣz

4此处写上 ω，强调该量属频域物理量。
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定理 : Ė⊥, Ḣ⊥ 的 Ėz, Ḣz 表示 (直角坐标)

已知 Ėz, Ḣz 不全为 0，通过法拉第电磁感应定律 (∇×
Ė = −jωµḢ) 与全电流定律 (∇× Ḣ = jωϵcĖ)，有

Ėx(x, y;ω) =
−1

K2
c

(
jωµ∂Ḣz

∂y + Γ
∂Ėz
∂x

)

Ėy(x, y;ω) =
1

K2
c

(
jωµ∂Ḣz

∂x − Γ
∂Ėz
∂y

)

Ḣx(x, y;ω) =

1

K2
c

(
jωϵc

∂Ėz
∂y + Γ

∂Ḣz
∂x

)

Ḣy(x, y;ω) =
−1

K2
c

(
jωϵc

∂Ėz
∂x − Γ

∂Ḣz
∂y

)

⋆ 推导见 §9.2.2，表 9-2-1 整理了以上结果。不妨尝试导
出圆柱坐标下的结果与独立于坐标系的一般形式。
返回波导边界条件 、 返回波导 TM 模
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在直角坐标系下，写成矩阵形式，有
Ėx

Ėy

Ḣx

Ḣy

 =
−1

K2
c


Γ 0 0 jωµ
0 Γ −jωµ 0
0 −jωϵc Γ 0

jωϵc 0 0 Γ




∂Ėz
∂x
∂Ėz
∂y
∂Ḣz
∂x
∂Ḣz
∂y


如果尝试导出在圆柱坐标下的结果并写成矩阵形式，会发
现变换矩阵形式不变。


Ėρ
Ėϕ
Ḣρ

Ḣϕ

 =
−1

K2
c


Γ 0 0 jωµ
0 Γ −jωµ 0
0 −jωϵc Γ 0

jωϵc 0 0 Γ




∂Ėz
∂ρ

1
ρ
∂Ėz
∂ϕ

∂Ḣz
∂ρ

1
ρ
∂Ḣz
∂ϕ


事实上，对于任意正交坐标系，变换矩阵形式同上。
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波形: 电磁波定向传播的几个类型

定义 : 电磁波为横波，可分 TM, TE, TEM 波

根据边界条件与传播方向 (假设 z)，有
横磁波 (TM): Ez ̸= 0,Hz = 0

横电波 (TE): Ez = 0,Hz ̸= 0

横电磁波 (TEM): Ez = 0,Hz = 0
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Case 1: TM (Ez ̸= 0,Hz = 0)
先求解

∇2
⊥Ėz(x, y) + K2

cĖz(x, y) = 0

然后利用定理，得 Ėx, Ėy, Ḣx, Ḣy，写成矢量形式，有
Ė⊥ = − Γ

K2
c
∇⊥Ėz = − Γ

jωϵc
ez × Ḣ⊥

Ḣ⊥ = − jωϵc
K2

c
ez ×∇⊥Ėz =

jωϵc
Γ

ez × Ė⊥

方向构成右手定则。定义 TM 波形的复阻抗为

定义 : TM 波阻抗 (TM wave impedance)

ZTM(ω) ≡ ez × Ė⊥

Ḣ⊥
=

Ėx

Ḣy
=

Γ

jωϵc
[SI 单位: Ω]
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Case 2: TE (Ez = 0,Hz ̸= 0)
先求解

∇2
⊥Ḣz(x, y) + K2

cḢz(x, y) = 0

然后利用定理，得 Ėx, Ėy, Ḣx, Ḣy，写成矢量形式，有
Ḣ⊥ = − Γ

K2
c
∇⊥Ḣz =

Γ

jωµez × Ė⊥

Ė⊥ =
jωµ
K2

c
ez ×∇⊥Ḣz = − jωµ

Γ
ez × Ḣ⊥

方向构成右手定则。定义 TE 波形的复阻抗为

定义 : TE 波阻抗 (TE wave impedance)

ZTE(ω) ≡
Ė⊥

Ḣ⊥ × ez
=

Ėx

Ḣy
=

jωµ
Γ

[SI 单位: Ω]
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Case 3: TEM Ez = 0,Hz = 0
前述定理不适用。对于非零解 (nontrivial solution)，由定理
知 Kc = 0。回到 Ė⊥ 或 Ḣ⊥ 的方程求解

∇2
⊥

{
Ė⊥(x, y)
Ḣ⊥(x, y)

}
= 0

知道其中一种场的解，则通过法拉第定律或全电流定律可
求另一种场 

Ḣ =
Γ

jωµez × Ė

Ė = − Γ

jωϵc
ez × Ḣ

定义 : TEM 波阻抗 (TEM wave impedance)

ZTEM(ω) ≡ ez × Ė
Ḣ

=

√
µ

ϵc

γ=0
=

√
µ

ϵ
≡ η [SI 单位: Ω]
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关于以上三种波形的一些重要性质整理如下:
E × H 方向即传播常数方向 Γ = Γez (也是波印亭矢量
方向)
对 TEM 波，在真空 (自由空间) 中，有5

η ≈ 120π ≈ 377 Ω

在 TE 与 TM 波中，要求 K2
c = ω2µϵc +Γ2，即，存在

截止频率 ωc (截止 ⇔ Γ = 0)

ωc =
Kc√
µϵ

若电磁波低于截止频率，则无法在媒质中传播

5µ0/4π = 10−7, 1/4πϵ0 ≈ 9 × 109
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对于 TEM 波，有

∇2
⊥

{
Ė⊥(x, y)
Ḣ⊥(x, y)

}
= 0 ⇒ ∇2

⊥

{
Ė(r)
Ḣ(r)

}
= 0

且由法拉第感应定律与全电流定律 (pp.280-281) 有

∇⊥ ×

{
Ė(r)
Ḣ(r)

}
= 0.

知，在“横向”截面内，TEM 波的电磁场分布满足二维
拉普拉斯方程，且为无旋场，与静态场分布类似6,7，
又称横向似静场

TEM 波是传输线理论的基础，TE/TM 波是波导理论
的基础

6因此，许多所学的解题技巧可以套用在 TEM 横向波形分布上。
7但不全一样，TEM 波有波动因子 e±Γz，静态场则无。
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中空、单一导体无法传播 TEM 波 (空导体如何产生静
电场?)

证明

TEM 波的解 Ė = Ė⊥e−Γz 满足 ∇⊥ × Ė = 0 与
∇⊥ · Ė = 0，形同静电场。中空、单一导体中若无
净电荷，则静电场为 0，也就无法传播 TEM波。

TEM 波无截止频率，TE 波阻抗还可以写成
ZTE = η√

1− f2c
f2
，类似地，TM 波有 ZTM = η

√
1− f2c

f2，

其中，称 η =
√
µ/ϵ 为本质阻抗 (intrinsic impedance)
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电磁波中的各种波速
电磁波带有相位、波包 (电磁波含多个频率时)、能流等信
息，各别传播速度未必相同。

定义 : 相速、群速、能速

相速 (phase velocity): 具有频率 ω 的波的等相位
面运动速度 ⇒ vp(ω) ≡ ω

β(ω)

群速 (group velocity): 具有多个频率形成的波包
运动速度 ⇒ 在某一特定频率 ω0 下 (如，中心频

率)，vg(ω0) ≡ dω
dβ(ω)

∣∣∣
ω0

=

(
dβ(ω)

dω

∣∣∣
ω0

)−1

能速 (energy velocity): 具有频率 ω 的波，在一个
周期内，具有能量体密度
wEM,ave = we,ave + wm,ave 的电磁场通过单位截面
功率 Save[SI 单位: J/m2-sec] 的比值
⇒ ve(ω) ≡ Save

wEM,ave
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定义 : 色散物质、正常/反常色散

对于不同频率的电磁波会有不同相速的媒质，称为色
散物质 (dispersive medium)，即 β 为 ω 的函数

dvp
dω < 0 或 dRe ϵ

dω > 0 称正常 (normal) 色散
dvp
dω > 0 或 dRe ϵ

dω < 0 称反常 (anomalous) 色散

性质 : 各种波速的性质

1. 群速与相速可以互相关联，有

vg =
vp

1− ω
vp

dvp
dω

2. 电磁波通过色散物质，一般 vp ̸= vg，有
vp > c, vg < c, vpvg = c2
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性质 : 各种波速的性质 (续)

3. 若电磁波通过无色散物质，则 ve = vg = vp
若电磁波通过正常色散物质，则 ve = vg < vp
若电磁波通过反常色散物质，则 ve ̸= vg > vp

以上讨论了几种典型的波形类型，结束本节前，我们说明
一下，除了常见的 TEM、TE、TM 波，还有混合 (hybrid)
形式，称 HEM 波，其中 Ez ̸= 0,Hz ̸= 0。这种波形一般出
现在需要 TE 与 TM 波同时存在才能满足边界条件的材料
或结构中。
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作业

TEM、TE、TM 波的波动因子

前面讨论了波动因子，还介绍了四种波动特性，有行波、
驻波、衰减行波、凋落波。以下针对常见的几种波形，讨
论它们的波动特性。

§9.4 TEM 在同一媒质对向传播、不同媒质分界面行为
§9.5 TE/TM 在波导、传输线行为
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均匀平面电磁波 (uniform plane wave)
是一种最简单的、无界空间、定向传播的时变电磁波，属
TEM 波8。这个理想模型提供了一个对于部分真实情况的
近似。

定义 : 等相位面、等振幅面、均匀平面波

等相位面 (equi-phase surface): 在同一时刻 t，相
位相同的点构成的面。

等振幅面 (equi-amplitude surface): 在同一时刻 t，
振幅相同的点构成的面。

平面波: 等相位面为平面，如 E(r) sin(ωt − βz)；
球面波: 等相位面为球面，如 E(r) sin(ωt − βr)。
均匀平面波: 等相位面为平面，且等相位面上各
点的场强都相等，即等相位面和等振幅面相重合
的平面波，如 e−αz sin(ωt − βz)。但
e−αx sin(ωt − βz) 是非均匀平面波。

8均匀平面电磁波⇒ TEM 波，但反向未必成立。
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对均匀平面电磁波，在理想介质中，有

定理

均匀平面电磁波的电场能量密度与磁场能量密度相
等。这里的能量密度可以是平均能量密度，也可以是
瞬时能量密度，即 we = wm，其中

we =
1

2
D · E, wm =

1

2
B · H

we = wm, wEM = we + wm = ϵ|E|2 = µ|H|2

注意，这里的 (E,B) = |E,B|为方均根 (rms)振幅。峰
值振幅为

√
2(E,B)。

证明

均匀平面电磁波为 TEM波，在理想介质中，波阻
抗为 Z =

√
µ/ϵ。参考教科书式 (9-3-32)。
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均匀平面 (TEM) 电磁波的通解形式为
Ėx = E+

x0e−Γz + E−
x0eΓz

Ḣy =
1

ZTEM

(
E+

x0e−Γz−E−
x0eΓz)

其中，Γ = jω√µϵc = α+ jβ (Kc = 0)9。注意，ϵc 为复数。
其中，ZTEM = |ZTEM| ejψ。瞬时表示式有

Ex =
√
2E+

x0e−αz sin(ωt − βz) +
√
2E−

x0eαz sin(ωt + βz)

Hy =

√
2E+

x0
|ZTEM|

e−αz sin(ωt − βz − ψ)−
√
2E−

x0
|ZTEM|

eαz sin(ωt + βz − ψ)

9注意，TEM 波没有截止波数，Kc = 0，因此，恒有 ω2µϵc + Γ2 = 0。
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TEM 波在理想介质 (γ = 0, ϵc = ϵ,Γ = jω√µϵ)
有 ZTEM(γ = 0) = η ∈ R，瞬时表达式 (仅考虑入射波)

E+
x (z, t) =

√
2E+

0x sin (ωt − βz)

H+
y (z, t) =

√
2E+

0x
η

sin (ωt − βz)

其它特性见表 9-4-1(旧版 9-2-2)。
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TEM 波在良导体中
(γ/ωϵ ≫ 1, ϵc = −jγ/ω,Γ = (1 + j)

√
ωµγ
2 )

有 ZTEM ≈
√

ωµ
γ ejπ

4，瞬时表达式 (仅考虑入射波)
E+

x (z, t) =
√
2E+

0xe−αz sin (ωt − βz)

H+
y (z, t) =

√
2E+

0x√
ωµ
γ

e−αz sin
(
ωt − βz − π

4

)

例: TEM波在不良导体中，极低频 (ELF)电磁传输 例题 1 。 31 / 86
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均匀平面电磁波的正向入射 (normal incidence)
与反射 (reflection)
前面讨论了均匀平面电磁波在理想介质 (如真空) 与良导体
中的传播。以下探讨均匀平面电磁波在分界面附近的行为。
为简化起见，假设正向 (垂直) 入/反射，见下图。


Ė+ = Ė+

x0e−Γ1zex

Ḣ+ =
Ė+

x0
Z01

e−Γ1zey
,


Ė− = Ė−

x0eΓ1zex

Ḣ− = −
Ė−

x0
Z01

eΓ1zey
,


Ė′ = Ė ′

x0e−Γ2zex

Ḣ′ =
Ė ′

x0
Z02

e−Γ2zey
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一般情况下，媒质里是体电流，边界条件为

Ė1t

∣∣∣
z=0

= Ė2t

∣∣∣
z=0

⇒ Ė+
x0 + Ė−

x0 = Ė ′
x0

Ḣ1t

∣∣∣
z=0

= Ḣ2t

∣∣∣
z=0

⇒
Ė+

x0
Z01

−
Ė−

x0
Z01

=
Ė ′

x0
Z02

定义 : 反射系数、透射系数

符号按照如上，有反射系数 r 与透射系数 t，定义为

r ≡
Ė−

x0
Ė+

x0
, t ≡ Ė ′

x0
Ė+

x0
(恒有 r2 + t2 = 1)

有 r = Z02−Z01
Z02+Z01

, t = 2Z02
Z02+Z01

，且 t − r = 1。 例 9.3.2

电磁波在界面上的传播行为 ⇒ 反射、透射、吸收。
若介质为均匀，则反射仅发生在交界面，吸收发生在介质内部。
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均匀平面电磁波在理想介质-理想介质分界面
正向入射在 1 侧形成行驻波
从理想介质 1 至理想介质 2 (η2 > η1)，有

Γ1 = jβ1 = jω√µ1ϵ1, Z01 = η1 =

√
µ1
ϵ1

Γ2 = jβ2 = jω√µ2ϵ2, Z02 = η2 =

√
µ2
ϵ2

r =
η2 − η1
η2 + η1

∈ R

入射场与反射场有

{
Ė+ = Ė+

x0e−jβ1zex

Ė− = rĖ+
x0ejβ1zex

,


Ḣ+ =

Ė+
x0
η1

e−jβ1zey

Ḣ− = −r Ė
+
x0
η1

ejβ1zey = r Ė
+
x0
η1

ej(β1z+π)ey

35 / 86



高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

性质

1. 对 r > 0 (η2 > η1)，电场是全波反射 (相位相同，
振幅加强)，磁场半波反射 (相位差 π，振幅削弱)

2. 对 r < 0 (η2 < η1)，电场是半波反射 (相位差 π，
振幅削弱)，磁场全波反射 (相位相同，振幅加强)

3. 理想介质 1 侧的合成电场或合成磁场含有部分行
波，部分驻波 (行驻波)

e−jβ1z ± rejβ1z = (1± r)e−jβ1z ± 2jr sinβ1z

4. 对于均匀平面电磁波在理想介质-理想介质分界
面，r 与 t 皆为实数，且 −1 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

均匀平面电磁波在理想介质-理想导体分界面
正向入射在 1 侧形成驻波
从理想介质 1 至理想导体 2，有

Γ1 = jβ1 = jω√µ1ϵ1, Z01 = η1 =

√
µ1
ϵ1

Γ2 = 0 (不存在、不传播), Z02 = 0

r =
0− η1
0 + η1

= −1

理想介质 1 侧的合成电场或磁场有
Ė+ + Ė− = Ė+

x0

(
e−jβ1z + rejβ1z

)
ex = −2jĖ+

x0 sinβ1z ex

Ḣ+ + Ḣ− =
Ė+

x0
η1

(
e−jβ1z − rejβ1z

)
ey = 2

Ė+
x0
η1

cosβ1z ey

37 / 86



高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

性质

1. 恒有 r = −1 (完全反射)，电场是半波反射 (相位
差 π)，磁场全波反射 (相位差相同)

2. 理想介质 1 侧的合成电场或磁场为驻波，或
Save = 0

3. 承上，在理想介质 1 侧，设与分界面的距离为 d，
当 β1d = nπ 时，电场为 0，当 β1d = (n + 1

2)π
时，磁场为 0

4. 当电磁波接触理想导体时，会在导体侧产生感应
电流，由于是理想导体，电流被严格限制在表面
(无趋肤效应)。或者说，此面电流对导体内部产
生的电磁场，将和入射的电磁波 (仿佛传播至导
体内部时) 相互抵消，确保理想导体内部不存在
电磁场
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

均匀平面电磁波在理想介质-有耗导电媒质分
界面附近行为 ♠

以上讨论的“理想介质-理想介质”与“理想介质-理想导体”
都属于无耗损媒质。如果是有耗媒质，则 α ̸= 0。对于有
耗导电媒质，再细分两种极端情况: 良导体 ( γωϵ ≫ 1) 与不
良导体 ( γωϵ ≪ 1)。

上一章讨论过趋肤效应，在良导体侧，电磁场集中在导体
表面，透入深度 d = α−1 =

√
1

πfµ2γ2。因此，在良导体侧，

电场与磁场可写出。

结合在分界面上无面电流时有 H切向 连续条件，与以上边
界条件，可以很快写出电磁波自理想介质进入良导体侧表
面附近的电场。分析细节此处不论。

39 / 86



高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

均匀平面电磁波在理想介质-有耗导电媒质分
界面附近行为
对于良导体与不良导体，通过化简

Γ = α+ jβ = jω√µϵc = jω
√
µϵ
(
1− j γωϵ

)
表示式，分别有

α = ω

√
µϵ
2

[√
1 +

( γ
ωϵ

)2 − 1

]
=


γ
2

√
µ
ϵ ,

γ
ωϵ ≪ 1√

ωγµ
2 , γ

ωϵ ≫ 1

β = ω

√
µϵ
2

[√
1 +

( γ
ωϵ

)2
+ 1

]
=


ω
√
µϵ
[
1 + 1

8

( γ
ωϵ

)2]
, γ
ωϵ ≪ 1√

ωγµ
2 , γ

ωϵ ≫ 1

上面推导需要用到以下结果：a, b ∈ R

Re
√

a + jb =

√√
a2+b2+a

2

Im
√

a + jb =

√√
a2+b2−a

2
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导与传输线

定向传播电磁波 ⇒ 能量和信号的传输。考虑到传输效率、
欧姆损耗、辐射损耗与介电损耗等，有10

低频 (λ > 10 cm, f < GHz): 双导线、同轴传输线
(transmission line)
高频 (λ < 10 cm, f > GHz): 波导 (waveguide)

10介于低频与高频之间，有微带线 (stripline)，属 (半) 开放微波结构。
41 / 86



高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导: 预备知识
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导与传输线常用频段

常用频段为无线电波与微波频段，又细分如下11

11S.N. Anfinsen, Statistical Analysis of Multilook Polarimetric Radar Images with the Mellin Transform
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导: 预备知识

定义 : 波导 (waveguide)

在导体内部引导电磁波传播的装置 (导体内可能为真
空或填充电介质) 称为波导。
若垂直于电磁波行进路径的截面，其形状、大小不变，
又称均匀波导。

中空波导无法传输 TEM 波。

由电磁场特性知道，横向某一方向上两侧由理想导体建立
的系统，电磁场在其间将形成横向驻波，可以是 TM 波或
TE 波。纵向传播与否根据 Γ2 = K2

c − ω2µϵ 决定。

如果横向仅有一个方向形成驻波，通常以一个下标标记 ⇒
TEn 或 TMn 模。如果横向两个方向形成驻波，则以两个
下标注记 ⇒ TEmn 或 TMmn 模。(“波”⇒“模”)
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导: 预备知识
定义 : 截止频率、截止波长、截止波数、主要模式

由于边界条件，电磁波横向场在波导内形成驻波，对
传播的频率 (或波长) 局限，对每个模存在形成驻波的
频率下限，称为截止频率，记作 fc 或 ωc，截止波长
λc = 2π

Kc
，其中 Kc 为截止波数。(截止 ⇔ Γ = 0)

在所有允许传播的模式中，具有最低截止频率的模
称为主要模式 (dominant mode) 或基模 (fundamental
mode)。其它称为高次模 (higher order mode, HOM)。

定理 : 单导体波导的截止频率表达式 (截止 ⇔ Γ = 0)

对于单导体中空波导，已知一特定模式的 Kc,mn(传播
电磁场 ez 分量的特征值)，则有 ωc,mn =

Kc,mn√
µϵ ，其中

µ, ϵ 为中空部分的磁导率与电容率。一般 TE、TM 模
有不同的截止频率。
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导: 预备知识
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

波导: TE 模、TM 模的边界条件 定理

如下图所示，TE 模、TM 模的边界条件满足在波导侧壁上
有

TE 模 (又称 H 模): Ez 恒为 0, ∂Hz
∂n = 0 (∵ Ex,y = 0，

应用全电流定律)
TM 模 (又称 E 模): Hz 恒为 0, Ez 恒为 0

图: 在波导侧壁上单位法向量 n̂ = ex, ey
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

矩形波导: 分离变量法在直角坐标系的应用
作为求解矩形波导内无源时变电磁场的解，数学上对应求
解二阶偏微分方程。对于矩形波导，可以作为分离变量法
在直角坐标系的直接应用。本节列写详细的推导过程，值
得实际演练。按照上页规定的参照坐标，定向传播的波可
以写成 {

Ė(x, y, z) = Ė(x, y)e−Γz

Ḣ(x, y, z) = Ḣ(x, y)e−Γz

代入 Ė(x, y, z), Ḣ(x, y, z) 满足的波方程，纵向场满足{
∇2

⊥Ėz(x, y) + K2
cĖz(x, y) = 0

∇2
⊥Ḣz(x, y) + K2

cḢz(x, y) = 0

其中，K2
c = ω2µϵ+Γ2 (色散关系)、∇2

⊥ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2。单独
研究电场波形，利用分离变量法，假设

Ėz(x, y) = X (x)Y(y) ，代入方程，有

X ′′

X
+

Y ′′

Y
= −K2

c ⇒ −K2
x − K2

y = −K2
c
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

由于 X 与 Y 互相独立，得两个常微分方程及其通解
(general solution){

X ′′ + K2
xX = 0

Y ′′ + K2
yY = 0

⇒

{
X = A sin Kxx + B cos Kxx
Y = C sin Kyy + D cos Kyy

电场的时谐相量表示包含波形与波动因子，有
Ėz(x, y, z) = Ėz(x, y)e−Γz = X (x)Y(y)e−Γz。磁场也有类似
的表示式。到目前为止，A,B,C,D 仍待定，由边界条件约
束。

注意，Ėz, Ḣz 其中之一是解方程得到的，

其它分量 Ėx,y, Ḣx,y 将通过定理得到。
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

矩形波导: TM 模 (Hz = 0,Ez ̸= 0)
对 TM 模，有以下边界条件

Ėz
∣∣x=0,x=a,y=0,y=b = 0

这些边界条件要求 B = D = 0，且对 Kx,Ky 加诸限制条件

Kx =
mπ
a ,Ky =

nπ
b , 其中 m,n ∈ N

因此，电场纵向波形函数有

Ėz = E0 sin
(mπ

a x
)

sin
(nπ

b y
)

e−Γz

其中，E0 仍为待定常数。Kx,Ky 由装置结构决定。截止波
数 (m,n 要求皆为正整数)

Kc =
√

K2
x + K2

y =

√(mπ
a

)2
+
(nπ

b

)2
=
√
ω2µϵ+ Γ2
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

矩形波导: TM 模 (Hz = 0,Ez ̸= 0)

根据前面定理 定理 ，给定纵向波形函数，则横向波形函数
也可获得，有

Ėx = − Γ

K2
c

mπ
a E0 cos

(mπ
a x
)

sin
(nπ

b y
)

e−Γz

Ėy = − Γ

K2
c

nπ
b E0 sin

(mπ
a x
)

cos
(nπ

b y
)

e−Γz

Ḣx = jωϵK2
c

nπ
b E0 sin

(mπ
a x
)

cos
(nπ

b y
)

e−Γz

Ḣy = −jωϵK2
c

mπ
a E0 cos

(mπ
a x
)

sin
(nπ

b y
)

e−Γz

其中，K2
c =

(mπ
a
)2

+
(nπ

b
)2、Γ = α+ jβ =

√
K2

c − ω2µϵ。
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高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

矩形波导: TE 模 (Hz ̸= 0,Ez = 0)
对 TE 模而言，边界条件 Et = 0 恒成立，有
Ėx
∣∣y=0,y=b = 0, Ėy |x=0,x=a = 0。纵向波形函数为磁场函数

Ḣz，边界条件有

∂Ḣz
∂y

∣∣y=0,y=b = 0,
∂Ḣz
∂x |x=0,x=a = 0

类似地，利用分离变量法，Ḣz(x, y) = X (x)Y(y)，写出 X
与 Y 的通解，代入以上边界条件，要求 A = C = 0，且加
诸 Kx,Ky 有限制条件。因此，磁场纵向波形函数有

Ḣz(x, y) = H0 cos
(mπ

a x
)

cos
(nπ

b y
)

e−Γz

截止波数 (m,n 要求皆为正整数或其中之一可为 0)
Kc =

√
K2

x + K2
y =

√(mπ
a
)2

+
(nπ

b
)2

=
√
ω2µϵ+ Γ2。

52 / 86



高频电磁场

9.1 媒质电磁特性

9.2 电磁波动方程

9.3 均匀平面电磁
波

9.4 定向波特性

9.5.1 波导

9.5.2 平板波导

9.5.3 传输线理论基
础

9.6 电磁辐射

例题 & 练习

作业

矩形波导: TE 模 (Hz ̸= 0,Ez = 0)

根据前面定理，给定纵向波形函数，则横向波形函数也可
获得，有

Ėx = jωµK2
c

nπ
b H0 cos

(mπ
a x
)

sin
(nπ

b y
)

e−Γz

Ėy = −jωµK2
c

mπ
a H0 sin

(mπ
a x
)

cos
(nπ

b y
)

e−Γz

Ḣx =
Γ

K2
c

mπ
a H0 sin

(mπ
a x
)

cos
(nπ

b y
)

e−Γz

Ḣy =
Γ

K2
c

nπ
b H0 cos

(mπ
a x
)

sin
(nπ

b y
)

e−Γz

其中，K2
c =

(mπ
a
)2

+
(nπ

b
)2、Γ = α+ jβ =

√
K2

c − ω2µϵ。
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图: TE10 模。参考教科书图 9-5-3。
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矩形波导: 传播特性
矩形波导 TE 与 TM 模的截止波数表示式是一样的
⇒ Kc =

√(mπ
a
)2

+
(nπ

b
)2，但 TE 模式允许其中一个下标

为 0，TM 模式则要求下标必须皆为正整数。截止波长
λc = 2π

Kc,mn
。

定义 : 简并模式

具有相同 (m,n)，相同 Kc(与 λc)、相同相速、相同
群速与相同波导波长的 TE 与 TM 模式，称为简并
(degenerate) 模式。

定义 : 波导波长

定义为 λg = 2π
β 。
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当电磁场能够传播，表示 Γ ≡ α+ jβ，其中 α = 0 (假设无
衰减)。在以上例子中，有

Γ = j
√
ω2µϵ− K2

c = jβ

β =

√
ω2µϵ−

(mπ
a

)2
−
(nπ

b

)2
> 0

下图为矩形波导的模式分布，图中假设 a > b。 例题 4

电磁波频率越高，允许传播的模式越多，未必是好事。因
此，要谨慎考虑与设计。
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矩形波导: 特性整理 (β = βz)
色散关系 K2

c = ω2µϵ+ Γ2 可以写成 ω2 − β2z c2 − ω2
c = 0，

其中 ωc = c
√(mπ

a
)2

+
(nπ

b
)2。

λg =波导波长 ≡ 2π

βz
, 与几何及操作频率相关

λc =截止波长 ≡ 2π

ωc
c, 仅与几何相关

λ0 =工作波长 ≡ 2π

ω
c, 仅由操作频率决定，一般 λ0 < λg

根据操作频率，电磁波在波导里有如下特性
ω > ωc ⇒ βz 实数⇒传递行波, vg =

dω
dβz

=
βzc2
ω

ω = ωc ⇒ βz = 0 (λg = ∞) ⇒ vg = 0

ω < ωc ⇒ βz 纯虚数⇒衰减波、凋落波

注意，如果波导中空填充电介质，那么 c = 1√
µ0ϵ
，其中，

ϵ = ϵrϵ0 为介质的介电系数。 58 / 86
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波导的激励方式
一般有两种方式，一个通过电偶极子，另一个通过磁偶极
子天线 (小电流环)。基本原理是利用电偶极子或磁偶极子
产生的电场或磁场尽量与想建立的模式场分布一致。这样
可以保证被激励的模式是符合设计的，同时也压抑其它模
式寄生。下图12表示针对 TE10 模的两种激励方式。

除了波导模式激励，有时还希望输出最大功率，此时要对
激励源的辐射阻抗与波导模式的输入阻抗进行匹配。

12取自叶齐政教授上课 ppt。
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各式各样的波导
波导是传输微波频段电磁场的传输元件，形成微波电路。
下图是几种常见经典的波导元件13。

13https://en.wikipedia.org/wiki/Waveguide_(radio_frequency)
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平板波导：一种简化的传输线模型

两侧开放的波导，非单一导体 ⇒ 允许 TEM 模。
也允许 TE/TM 模，写为 TEm/TMm。Kc = mπ

h 。
沿传播方向 z 的电场改变 Ex(z, t) ⇒ 电压 u(z, t)；
沿传播方向 z 的磁场改变 Hy(z, t) ⇒ 电流 i(z, t)。
由法拉第感应定律与全电流定律，场方程可以写为类似的
电路方程，称传输线方程或电报方程。
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传输线: 预备知识 ⇒ 平板波导
考虑如下几何结构的平板波导，先分析 TEM 模，场量分
量可写为 (假设无损，有 Γ = jβ){

Ė(x, y, z) = Ė(x, y)e−Γz ≈ Ėx0(x)e−Γzex + Ėy0(x)e−Γzey

Ḣ(x, y, z) = Ḣ(x, y)e−Γz ≈ Ḣx0(x)e−Γzex + Ḣy0(x)e−Γzey

注意，这里用了 h ≪ d 的假设。

∇ · Ė = 0 ⇒ ∂Ėx0
∂x +

∂Ėy0
∂y = 0 ⇒ ∂Ėx0

∂x = 0 ⇒ Ėx0 =常数
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传输线: 预备知识 ⇒ 平板波导
还可以推论，得 Ėy0 = Ḣx0 = 0, Ḣy0 =常数14。横向场的
解仅有 x 的依存关系

Ėx = Ae−jβz

Ḣy =
A

ZTEM
e−jβz ⇒


Ex(z, t) =

√
2A sin (ωt − βz)

Hy(z, t) =
√
2A

ZTEM
sin (ωt − βz)

其中 A 为待定系数。
对 TM 模，仿照前面矩形波导，可以得到瞬时表达式
(Kc = mπ

h ,m ∈ N)

Ez(x, z, t) =
√
2B sin

(mπ
h x
)

sin (ωt − βz)

Ex(x, z, t) = −
√
2βB
Kc

cos
(mπ

h x
)

cos (ωt − βz)

Hy(x, z, t) = −
√
2ωϵB
Kc

cos
(mπ

h x
)

cos (ωt − βz)

14利用 ∇ · Ḣ = 0，得 Ḣx0 = 常数。利用 TEM 模的横向场之间的关系，有 Ėy0 = 常数。再利用理

想导体边界条件，有 Ėy0 = 0。因此 Ḣx0 也为 0。
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传输线: 预备知识 ⇒ 平板波导
其中 B 为待定系数。m = 0 ⇒ TM0 = TEM。对 TE 模，

Hz(x, z, t) =
√
2A cos

(mπ
h x
)

sin (ωt − βz)

Ey(x, z, t) =
√
2ωµA
Kc

sin
(mπ

h x
)

cos (ωt − βz)

Hx(x, z, t) = −
√
2βA
Kc

sin
(mπ

h x
)

cos (ωt − βz)

Kc = mπ
h 。不同于 TM 模，TE0 在这里仅是平凡解 (行波)。

关于传播特性，TEM 模式在所有频率都可以传播，但
TM/TE 模有限制条件，Kc = mπ

h 。由下图
15知，TE/TM

为简并模，在 λ0 > 2h 时，只能传播 TEM 波。 例题 3

15取自叶齐政教授上课 ppt。 64 / 86
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图: 取自 http://wcchew.ece.illinois.edu/chew/ece350.html
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传输线方程 (transmission line equation): 均匀
无损传输线
定义分布电压与分布电流，有{

Ex(z, t)h = u(z, t)
Hy(z, t)d = i(z, t)

再由法拉第感应定律与全电流定律，有
∂Ex(z, t)

∂z = −µ
∂Hy(z, t)

∂t

−
∂Hy(z, t)

∂z = ϵ
∂Ex(z, t)

∂t

⇒


∂u
∂z = −

(
µh
d

)
∂i
∂t

∂i
∂z = −

(
ϵd
h

)
∂u
∂t

利用 C0 =
ϵd
h ,L0 =

µh
d ，引入时谐相量，可以进一步写成

dU̇
dz = −jωL0İ

dİ
dz = −jωC0U̇

⇒


d2U̇
dz2 = −β2U̇

d2İ
dz2 = −β2İ

其中，β2 = ω2µϵ = ω2L0C0。
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传输线方程: 均匀有耗传输线 ♠

利用另一个等价的方式，参数分布电路模型，来描述，见下图16


dU̇
dz = −R0İ − jωL0İ = −Z0İ

dİ
dz = −G0U̇ − jωC0U̇ = −Y0U̇

⇒


d2U̇
dz2 = −Γ2U̇

d2İ
dz2 = −Γ2İ

⇒

{
U̇ = U̇+

0 e−Γz + U̇−
0 eΓz

İ = İ+0 e−Γz + İ−0 eΓz

其中，Γ = α+ jβ =
√

Z0Y0 =
√
(R0 + jωL0) (G0 + jωC0)。这里

有类似入射波与反射波的概念。定义特性阻抗 (characteristic
impedance) 为 Zc =

U̇+
0

İ+0
= − U̇−

0

İ−0
=
√

Z0
Y0
。注意，介绍场的入

射/反射时，自由空间中的 TEM 波阻抗为本质阻抗 η =
√

µ0
ϵ0
。

16图例取自叶齐政教授上课 ppt。 67 / 86
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C0,L0,G0,R0 可以完整描述传输线传输特性 ♠

给定导线的 γ1, µ1 与空间媒质的 γ2, ϵ, µ2，则根据几何结
构，可以求得 C0,L0,G0,R0(交流电阻)，如下表。

⋆ 利用上表与 L0C0 = µ2ϵ 与 C0

G0
= ϵ

γ2
关系，推导上表中的结

果。对于单位长度交流电阻，有 R0 = 1
γ×横截面积，其中，横截面

积包含趋肤深度 δskin = α−1 =
√

2
ωµ1γ1

。 68 / 86
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电磁辐射
电磁波从波源出发，以有限速度在媒质中向四面八方传播，
一部分电磁波能量脱离波源而单独在空间波动，不再返回
波源，这种现象称为辐射 (radiation)。辐射源种类繁多，
最简单的模型可以用一根短线上流动的电荷 (电偶极子) 或
小面积上流动的电流回路 (磁偶极子) 产生的时变电磁场表
示。见下图。

辐射是有方向性的，在给定的方向产生电磁场。辐射过程
是能量的传播过程。研究辐射的方向性和能量传播必须掌
握辐射电磁场的特性。
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电偶极子

如果电偶极子的长度比电磁波波长小很多，在导线上可以
忽略推迟效应。假设观察点距离电偶极子很远，则观察点
与电偶极子各部分距离相等。电偶极子短线上流动的电荷
与对应的电流

q(t) =
√
2q0 sinωt → q̇ = q0

i(t) = dq
dt =

√
2I0 sin

(
ωt + π

2

)
, İ = I0ejπ

2 = jωq̇

观察点 (场点) 动态位可以写成 (β = ω
√
µϵ)

Ȧ ≈ µ0
4π

˛ İdℓ
r =

µ0İe−jβr∆ℓ

4πr ez = Ȧzez

在球坐标下，通过 Ḣ = ∇×Ȧ
µ0
与 Ė = ∇×Ḣ

jωϵ0 可以获得电偶极
子的时谐相量表示 (§9.6.1)
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电偶极子


Ȧr = Ȧz cos θ = µ0İe−jβr∆ℓ cos θ

4πr

Ȧθ = −Ȧz sin θ = µ0İe−jβr∆ℓ sin θ
4πr

Ȧϕ = 0

⇒



Ėr =
İβ3e−jβr∆ℓ cos θ

2πϵ0ω

[
0 +

1

(βr)2
+

1

j(βr)3

]
Ėθ =

İβ3e−jβr∆ℓ sin θ
4πϵ0ω

[
1

−j (βr) +
1

(βr)2
+

1

j(βr)3

]
Ḣϕ =

İβ2e−jβr∆ℓ sin θ
4π

[
1

−j (βr) +
1

(βr)2
+ 0

]
Ḣr = Ḣθ = Ėϕ = 0
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电偶极子
电偶极子附近的电场形式如下图17，有 09-ED

近场 (βr ≪ 1) 区域，场线发自正电荷，终于负电荷，
场线像准静态场
远场 (βr ≫ 1) 区域，场线为闭合，辐射场，电场与磁
场交互变换 (regenerative)
βr ∼ 1 区域，介于期间，感应场

17https://en.wikipedia.org/wiki/Dipole_antenna
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磁偶极子
如果磁偶极子的尺寸比电磁波波长小很多，在回路上可以
忽略推迟效应。假设观察点距离磁偶极子很远，则观察点
与磁偶极子各部分距离相等。回路上的电流对应的动态位
有

Ȧ = Aϕeϕ ≈ µ0İSβ2e−jβr

4π

[
j
βr +

1

(βr)2

]
其中，m = İS 为磁偶极矩。类似前面，磁偶极子的时谐相
量表示 (§9.6.2)

Ḣr =
İSβ3e−jβr cos θ

2π

[
0 +

1

−j(βr)2
+

1

(βr)3

]
Ḣθ =

İSβ3e−jβr sin θ
4π

[
1

− (βr) +
1

−j(βr)2
+

1

(βr)3

]
Ėϕ =

İSβ2ωµ0e−jβr sin θ
4π

[
1

− (βr) +
1

−j(βr)2
+ 0

]
Ėr = Ėθ = Ḣϕ = 0
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远场 (far field) βr ≫ 1，又为辐射场
场的性质可以从表示式中出现的 βr ∝ rλ−1 来划分，分为
远场与近场。
对电偶极子，时谐相量与瞬时远场表示可以近似为



Ėr =
İβ3e−jβr∆ℓ cos θ

2πϵ0ω
[0]

Ėθ =
İβ3e−jβr∆ℓ sin θ

4πϵ0ω

[
1

−j (βr)

]
Ḣϕ =

İβ2e−jβr∆ℓ sin θ
4π

[
1

−j (βr)

]
Ḣr = Ḣθ = Ėϕ = 0

⇒



Er = 0

Eθ =
√
2I0β2e−jβr∆ℓ sin θ

4πϵ0ωr
× sin (ωt − βr + π)

Hϕ =

√
2I0βe−jβr∆ℓ sin θ

4πr
× sin (ωt − βr + π)

Hr = Hθ = Eϕ = 0
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远场 (far field) βr ≫ 1，又为辐射场

现在考虑电磁波的能量传播方向，发现传播方向恒向外
(er)，故又称辐射场。

S(r, t) = E × H =

(√
2I0∆ℓ sin θ

4πr

)2
β3

ωϵ0
sin2 (ωt − βr + π) er

Save =
1

4

√
µ0
ϵ0

(
I0∆ℓ sin θ

rλ

)2

er ∝
ω4

r2

以上还可以看出辐射功率与距离 r 及方向角 θ 有关，并且
与频率四次方正比。
讨论电磁波周围的场时，时常引入波阻抗的概念，定义为

Z0 =
Ėθ
Ḣϕ

=

√
µ0
ϵ0

= η = 120π ≈ 377Ω
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远场 (far field) βr ≫ 1，又为辐射场

进一步讨论辐射总功率 (流出)

P =

ˆ̂
⃝
A

Save · dS = 80π2
(

I0∆ℓ
λ

)2
!
=ReI20

及定义辐射电阻

Re = 80π2
(
∆ℓ

λ

)2

以上可以看到辐射总功率与电流平方成正比。另外，虽然
P ∝ (∆ℓ)2，但 ∆ℓ 越大将破坏最初模型的假设。
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近场 (near field) βr ≪ 1，又为准静场
类似的分析方式，近场情况可以得到简化形式的电磁场



Ėr =
İβ3(1)∆ℓ cos θ

2πϵ0ω

[
1

j(βr)3

]
Ėθ =

İβ3(1)∆ℓ sin θ
4πϵ0ω

[
1

j(βr)3

]
Ḣϕ =

İβ2(1)∆ℓ sin θ
4π

[
1

j(βr)2

]
Ḣr = Ḣθ = Ėϕ = 0

⇒



Er =

√
2I0∆ℓ cos θ
2πϵ0ωr3 sinωt

=
2q(t)∆ℓ cos θ

4πϵ0r3

Eθ =
√
2I0∆ℓ sin θ
4πϵ0ωr3 sinωt

=
q(t)∆ℓ sin θ

4πϵ0r3

Hϕ =

√
2I0∆ℓ sin θ
4πr2 sin

(
ωt + π

2

)
=

i(t)∆ℓ sin θ
4πr2

Hr = Hθ = Eϕ = 0
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近场 (near field) βr ≪ 1，又为准静场
由上面瞬时表达式可以看出

1. 电场与磁场相位不同，能流传播方向也就不再恒定。
事实上，能量在波源与周围空间之间来回转换。

2. 电场与磁场的形式与静电场中学到的电偶极子的静电
场及恒定磁场中学到的磁偶极子的磁场形式一致，这
也表征近场像是准静态场。

分析能流密度及其在一个周期内的平均，有

S(r, t) = E × H = EθHϕer − ErHϕeθ
Save = 0er + 0eθ

类似地，波阻抗为 Z0 =
Ėθ

Ḣϕ
= η

βr ≫ η，主要是电准静态

场。如果激励源是磁偶极子，则其近场为磁准静态场。

偶极振子可以视为从 LC 振荡电流演变而来，见教科书
§9.6.4 介绍。
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天线 (antenna)

一段金属导线中的交变电流能够向空间发射交替变化的感
应电场和感应磁场，这就是无线电信号的发射。相反，空
间中交变的电磁场在遇到金属导线时又可以感应出交变的
电流，这对应了无线电信号的接收。

对用于发射和接收的导线有获取最佳转换效率的要求，满
足这样要求的用于发射和接收无线电磁波信号的导线称为
天线。

天线是一种导波与自由空间波之间的转换器件，电路与空
间的界面器件。
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基于相对论运动粒子的辐射 ♠

加速度 ⇔ 场线扭曲 ⇒ 辐射场。见下面图例18。

♠ 同步辐射 (synchrotron radiation) 是目前使用普遍的一种光源。
18Stupakov and Penn, Classical Mechanics and Electromagnetism in Accelerator Physics, Springer
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例题 1: 极低频 (extreme low frequency, ELF) 电
磁通信 返回

如右图19，一潜艇在海面下
100 m 处，使用 ELF 信号发
收信息，假设工作频率为 20
Hz。已知海水有
µr = 1, ϵr = 72, γ = 4 S/m。
试求

1. 衰减常数、相位常数、
趋肤深度

2. 相速、群速
3. 功率衰减分贝值

19https://courses.lumenlearning.com/physics/chapter/24-3-the-electromagnetic-spectrum/
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例题 1: (续)
对于1.，根据定义，

Γ = jω
√
µ
(
ϵ− jγ

ω

)
= α+ jβ ⇒ α = β ≈ 4

√
2π

1000
m−1

趋肤深度有 d = α−1 = 57.6 m。
对于2.，相速较为简单，根据定义，有 vp = ω

β = 104√
2

m/s。
群速计算需要将 Γ 取频率的导数，有

vg =

(
dβ
dω

)−1

=

(
Im dΓ

dω

)−1

=

[
Im
(

j
√
ϵr
c ⊙−

√
ϵr

2c
1

⊙
γ

ωϵ

)]−1

≈ 104

35
√
2
≈ 200 m/s, 其中⊙ =

√
1− j γ

ωϵ

对于3.，信号自海底传至平面，功率衰减为

XdB = 20log10
∣∣∣ E(z=0 m)

E(z=100 m)

∣∣∣ = 20log10eα×100 ≈ 15.08 dB。
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例题 2
均匀平面电磁波自真空入射 γ = 5.8× 107 S/m 的良导体。
考虑以下三种频率的功率吸收: f = 100 kHz, f = 100 MHz,
f = 100 GHz。

▷ 此题相当于求解透射系数 |t|2 = 1− |r|2，其中，
r = Z02−Z01

Z02+Z01
,Z01 = η = 377 Ω。在良导体侧，波阻抗有

Z02 =
√

µ

ϵ−j γω
≈
√

µ
ϵ

√
j
γ
ωϵ

=
√

ωµ
2γ (1 + j)。三种不同频率下

的计算结果为
f = 100 kHz, Z02 ≈ 0 ⇒ r = −1 ⇒ |t|2 = 0%
f = 100 MHz, Z02 ≈ 2.6× 10−3(1 + j) ⇒ |r| = 0.999986 ⇒ |t|2 = 0.0038%
f = 100 GHz, Z02 ≈ 0.0825(1 + j) ⇒ |r| = 0.9995 ⇒ |t|2 = 0.1%
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例题 3: 平行板波导传播模式评估 (例 9.5.1)
返回

平行板波导，h = 1 cm，d ≫ h，相对介电
常数与相对磁导率如图示。试问：

1. 仅传播 TEM 模式的最大工作频率。
2. 若工作频率为 50 GHz，除 TEM 外，
能够传播几个模式。

平行板波导的截止波数为 Kc = mπ
h 。TE/TM 模式的工作频率

必须高于 Kc 对应的截止频率。低于 Kc 仅能传播 TEM 模式，
故

fc =
Kc

2π
√
µϵ

=
m

2h√µϵ
m=1→ 4.7 GHz

工作波长与截止波长分别可以写为 λ0 =
2π

ω
√
µϵ , λc = 2π

Kc
= 2h

m。

工作波长必须低于截止波长，波导才能正常工作，因此有

λ0 < λc ⇒ m < 2hf√µϵ = 10.54

取 m = 10，故允许 20 个工作模式 (一半 TE，一半 TM)。
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例题 4: 方形波导传播模式评估 返回

金属管壁形成的方形波导 (边长 a) 内填充 ϵr = 4(即，折射
率 n = 2) 的电介质材料。假设电磁波工作频率 9 GHz，以
TM11 模式传播，若要求 20% 余裕，求方形波导边长允许
范围。

▷ 考虑 TM11 与 TM21 模式的截止频率

fTM
11 =

1

2
√
µϵ

√
2

a2 =

√
2

a
3× 108

4

fTM
21 =

1

2
√
µϵ

√
5

a2 =

√
5

a
3× 108

4

设计指标的要求因此有
1.2fTM

11 < f < 0.8fTM
21 ⇒ 0.014 < a < 0.015 m。
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作业

9.1, 9.3
9.4, 9.5
9.6, 9.7
看教科书 Ch1 绪论
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