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麦克斯韦方程组
又称 Maxwell-Hertz equations。在时变电磁场中，电场与磁
场都是时间和空间的函数；变化的磁场会产生电场，变化
的电场会产生磁场，电场与磁场相互依存，构成统一的电
磁场 (electromagnetic field, EM field)。

在静电场与恒定电场、恒定磁场后，

1. 法拉第 (Faraday) 1831 年总结发现变化的磁场会产生
电场 ⇒ 为电磁理论提供“原材料”2

2. 麦克斯韦 (Maxwell) 根据对称性的考虑，1861 年首次
提出位移电流假设 ⇒ 建立电磁理论体系 ⇒ 预言电磁
波的存在 ⇒ 电磁场可以独立于电荷/电流，在真空中
传递

3. 赫兹 (Hertz) 1888 年实验上证实电磁波存在 ⇒ “点
亮”电磁理论的大厦

Asked about the applications of his discoveries, Hertz
replied, “Nothing, I guess.”

2感应电动势定量式一直到 1845 年由德国物理学家纽曼 (F.E. Neumann) 给出。纽曼还是数学家、矿物
学家、基因学家。

4 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

麦克斯韦方程组
又称 Maxwell-Hertz equations。在时变电磁场中，电场与磁
场都是时间和空间的函数；变化的磁场会产生电场，变化
的电场会产生磁场，电场与磁场相互依存，构成统一的电
磁场 (electromagnetic field, EM field)。
在静电场与恒定电场、恒定磁场后，

1. 法拉第 (Faraday) 1831 年总结发现变化的磁场会产生
电场 ⇒ 为电磁理论提供“原材料”2

2. 麦克斯韦 (Maxwell) 根据对称性的考虑，1861 年首次
提出位移电流假设 ⇒ 建立电磁理论体系 ⇒ 预言电磁
波的存在 ⇒ 电磁场可以独立于电荷/电流，在真空中
传递

3. 赫兹 (Hertz) 1888 年实验上证实电磁波存在 ⇒ “点
亮”电磁理论的大厦

Asked about the applications of his discoveries, Hertz
replied, “Nothing, I guess.”

2感应电动势定量式一直到 1845 年由德国物理学家纽曼 (F.E. Neumann) 给出。纽曼还是数学家、矿物
学家、基因学家。

4 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

麦克斯韦方程组
又称 Maxwell-Hertz equations。在时变电磁场中，电场与磁
场都是时间和空间的函数；变化的磁场会产生电场，变化
的电场会产生磁场，电场与磁场相互依存，构成统一的电
磁场 (electromagnetic field, EM field)。
在静电场与恒定电场、恒定磁场后，

1. 法拉第 (Faraday) 1831 年总结发现变化的磁场会产生
电场 ⇒ 为电磁理论提供“原材料”2

2. 麦克斯韦 (Maxwell) 根据对称性的考虑，1861 年首次
提出位移电流假设 ⇒ 建立电磁理论体系 ⇒ 预言电磁
波的存在 ⇒ 电磁场可以独立于电荷/电流，在真空中
传递

3. 赫兹 (Hertz) 1888 年实验上证实电磁波存在 ⇒ “点
亮”电磁理论的大厦

Asked about the applications of his discoveries, Hertz
replied, “Nothing, I guess.”

2感应电动势定量式一直到 1845 年由德国物理学家纽曼 (F.E. Neumann) 给出。纽曼还是数学家、矿物
学家、基因学家。

4 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

麦克斯韦方程组
又称 Maxwell-Hertz equations。在时变电磁场中，电场与磁
场都是时间和空间的函数；变化的磁场会产生电场，变化
的电场会产生磁场，电场与磁场相互依存，构成统一的电
磁场 (electromagnetic field, EM field)。
在静电场与恒定电场、恒定磁场后，

1. 法拉第 (Faraday) 1831 年总结发现变化的磁场会产生
电场 ⇒ 为电磁理论提供“原材料”2

2. 麦克斯韦 (Maxwell) 根据对称性的考虑，1861 年首次
提出位移电流假设 ⇒ 建立电磁理论体系 ⇒ 预言电磁
波的存在 ⇒ 电磁场可以独立于电荷/电流，在真空中
传递

3. 赫兹 (Hertz) 1888 年实验上证实电磁波存在 ⇒ “点
亮”电磁理论的大厦

Asked about the applications of his discoveries, Hertz
replied, “Nothing, I guess.”

2感应电动势定量式一直到 1845 年由德国物理学家纽曼 (F.E. Neumann) 给出。纽曼还是数学家、矿物
学家、基因学家。

4 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

麦克斯韦方程组
又称 Maxwell-Hertz equations。在时变电磁场中，电场与磁
场都是时间和空间的函数；变化的磁场会产生电场，变化
的电场会产生磁场，电场与磁场相互依存，构成统一的电
磁场 (electromagnetic field, EM field)。
在静电场与恒定电场、恒定磁场后，

1. 法拉第 (Faraday) 1831 年总结发现变化的磁场会产生
电场 ⇒ 为电磁理论提供“原材料”2

2. 麦克斯韦 (Maxwell) 根据对称性的考虑，1861 年首次
提出位移电流假设 ⇒ 建立电磁理论体系 ⇒ 预言电磁
波的存在 ⇒ 电磁场可以独立于电荷/电流，在真空中
传递

3. 赫兹 (Hertz) 1888 年实验上证实电磁波存在 ⇒ “点
亮”电磁理论的大厦

Asked about the applications of his discoveries, Hertz
replied, “Nothing, I guess.”

2感应电动势定量式一直到 1845 年由德国物理学家纽曼 (F.E. Neumann) 给出。纽曼还是数学家、矿物
学家、基因学家。

4 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

When Faraday first made public his remarkable discovery
that a changing magnetic flux produces an emf, he was
asked (as anyone is asked when he discovers a new fact of
nature), “What is the use of it?” All he had found was the
oddity that a tiny current was produced when he moved a
wire near a magnet. Of what possible “use” could that be?
His answer was: “What is the use of a newborn baby?” ...
Modern electrical technology began with Faraday’s
discoveries. The useless baby developed into a prodigy and
changed the face of the earth in ways its proud father
could never have imagined.

Feynman Lectures on Physics, Volume II, §16-4
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以下探讨麦克斯韦方程组中各个方程的意义与地位。在开
始前，注意电荷/电流连续性是基本方程，即
∇ · J + ∂ρ/∂t = 0 必须成立。

从 电的高斯定律 开始，∇ · E = ρ/ϵ0，意义为造成电场的
原因为电荷，其中电荷具有守恒性。对于时变电场也要求
成立。

接着是 磁的高斯定律 ，∇ · B = 0，意义为不存在磁荷。对
于时变磁场也要求成立。

再来是 法拉第定律 ，∇× E = −∂B/∂t，意义为闭合回路
的感应电动势大小与穿过闭合回路的磁通量的变化率成正
比。或者说，由于磁场改变产生的电场是有旋场，此时的
电场不是保守场。因为法拉第在提出此定律时已经在时变
的基础上，故对于时变电场恒成立3。 例题 1

3注意，对法拉第定律等式两边取散度，可以得到磁的高斯定律，可以认为在时变电磁场中，磁的高斯定
律不是自己独立的方程。
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律不是自己独立的方程。
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安培定律的矛盾4

˛

C

B · dℓ =

¨

A

∇× B · dS = µ0I

¨
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¨

A2

∇× B · dS ?
=

¨

A3

∇× B · dS =

¨

A4
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最后，也是关键的方程，安培定律，∇× B = µ0J。对等式
两边取散度，得 ∇ · J = 0。显然此式仅在恒定电流成立。
如果希望维持其它方程形式不变，安培定律该怎么修改?

首先，在安培定律右边加上一项

∇× B = µ0J +
∂F
∂t

当系统不随时间而变时，∂/∂t = 0。一般情况下，对上式
两边取散度，有

0 = ∇ · J + µ−1
0

∂

∂t∇ · F

要求电荷/电流连续性 0 = ∇ · J + ∂ρ/∂t 成立，因此有

∇ · F = µ0ρ 比较 ∇ · E =
ρ

ϵ0

考虑取 F = ϵ0µ0E。
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代回安培定律带有添加项的式子，得

∇× B = µ0J + ϵ0µ0
∂E
∂t 或 ∇× H = J +

∂D
∂t

其中，在自由空间 D = ϵ0E 与 B = µ0H。定义 JD = ∂D
∂t

为位移电流 (displacement current)。上式对于时变电场恒
成立，称为 全电流定律 ，或带有麦克斯韦修正项的安培电
流定律 (Ampere’s law with Maxwell’s correction)5。 例题 2

在麦克斯韦建立电磁理论后，对电磁现象的探讨形成一明
显的分水岭，在此之前的讨论多半属于归纳 (inductive)
性质，在此之后则变为演绎 (deductive) 性质。

5注意，对全电流定律等式两边取散度，可以得到电的高斯定律，可以认为在时变电磁场中，电的高斯定
律不是自己独立的方程。
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总结: 麦克斯韦方程组

定律 : 时变电磁场基本方程 (微分形式)

∇ · D = ρ

∇× E = −∂B
∂t

∇× H = J +
∂D
∂t

∇ · B = 0

与连续方程 ∇ · J + ∂ρ/∂t = 0。电磁材料本构方程有
D = ϵE、B = µH、Jc = γE。另外，电荷在电磁场中受力
有洛伦兹力方程 (Lorentz force equation) f = ρ(E + v × B)。
一般不写成 f = ρ

(
ϵ−1D + µv × H

)
。

上面第一个与最后一个方程为约束方程，第二与第三个方
程为演化方程。
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总结: 麦克斯韦方程组
定律 : 时变电磁场基本方程 (积分形式)‹

A
D · dS = q
˛

C
E · dℓ = −

¨
A

∂B
∂t · dS

˛
C

H · dℓ =

¨
A

(
J +

∂D
∂t

)
· dS

‹
A

B · dS = 0

与连续方程
‚

A J · dS = −dq
dt。电磁材料本构方程有

D = ϵE、B = µH、Jc = γE。另外，电荷在电磁场中受力
有洛伦兹力方程 (Lorentz force equation)
F = q(E + v × B)。一般不写成 F = q

(
ϵ−1D + µv × H

)
。

上面第一个与最后一个方程为约束方程，第二与第三个方
程为演化方程。 11 / 62
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电荷弛豫 (relaxation) 现象
有了完整的电荷/电流连续方程关系后，考虑均匀媒质 (即
ϵ, γ 在媒质材料内不随坐标而变) 中的电荷密度随时间演
变，有

γ∇ · E + ϵ
∂∇ · E
∂t = 0 ⇒ γ

ϵ
ρ+

∂ρ

∂t = 0

其解为 ρ = ρ(t = 0)e−t/τe，式中 τe = ϵ/γ 为弛豫时间
(relaxation time)。以上表明，具有导电性的材料，体内 (若
有) 自由电荷会随时间衰减，称为电荷弛豫过程6。恒定电
场情况 ∇ · J = 0 无电荷弛豫现象。

一般金属弛豫时间非常短 (约 10−19 s)，因此，如果外部电
磁场随时间变化的周期 T � τe (或 ω � τ−1

e )，导体内部
可以视为无自由电荷积累7。

6以上论证不够严谨，理论模型多处过度简化，对良导体，结果未必正确。如 γ 可能是频率函数、电荷
自体内转移至表面需要有限时间，尚未适当考虑电荷扩散等。

7有时候思维反过来，用 γ/ωϵ ≫ 1 定义媒质为良导体 (good conductor)，γ/ωϵ ≪ 1 为良绝缘体
(good insulator)，γ = ∞ 为理想导体 (perfect conductor)，而 γ = 0 为理想电介质 (perfect dielectric)。
γ/ωϵ ≡ tanδ 又定义为损耗正切 (loss tangent)。
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电荷弛豫 (relaxation) 现象8

若 t = 0 瞬间一道闪电
击中导体球 (半径 R)，
使球体均匀携带总电荷
Q，估算球体内外在
t > 0 时的 E, J。
▷ ρ0 = ρ(t = 0) = Q

4π
3 R3
。利用高斯定律

‚
A E · dS = Qenc

ϵ ，

E(r ≤ R) = er
ρ(t)
4πϵr2

ˆ 2π

0
dϕ
ˆ π

0
sin θdθ

ˆ r

0
r2dr︸ ︷︷ ︸

4π
3 r3

= er
Qe−t/τe

4πϵR3
r

E(r > R) = er
Q

4πϵ0r2

体电流密度有 J(r ≤ R) = γE(r ≤ R) = er
Qγe−t/τe

4πϵR3 r。

⋆ 试指出以上分析不够严谨之处。
♠ 进阶讨论可参考 H.C. Ohanian, Am. J. Phys. 51, 1020 (1983)

8图例修改自 http://demo.webassign.net/ebooks/cj6demo/pc/c18/read/main/c18x18_8.htm 13 / 62
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击中导体球 (半径 R)，
使球体均匀携带总电荷
Q，估算球体内外在
t > 0 时的 E, J。
▷ ρ0 = ρ(t = 0) = Q

4π
3 R3
。利用高斯定律

‚
A E · dS = Qenc

ϵ ，

E(r ≤ R) = er
ρ(t)
4πϵr2

ˆ 2π

0
dϕ
ˆ π

0
sin θdθ

ˆ r

0
r2dr︸ ︷︷ ︸

4π
3 r3

= er
Qe−t/τe

4πϵR3
r

E(r > R) = er
Q

4πϵ0r2

体电流密度有 J(r ≤ R) = γE(r ≤ R) = er
Qγe−t/τe

4πϵR3 r。
⋆ 试指出以上分析不够严谨之处。
♠ 进阶讨论可参考 H.C. Ohanian, Am. J. Phys. 51, 1020 (1983)

8图例修改自 http://demo.webassign.net/ebooks/cj6demo/pc/c18/read/main/c18x18_8.htm 13 / 62
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电流的分类

与本课程讨论相关的电流分成两类:
自由电流 ：由宏观运动形成的电流，细分为
传导电流：Jc = γE，可以是金属中的自由电子、电解
质溶液的正负离子、半导体中的电子或空穴、天线电
流、绕组的匝电流等。考虑传导电流时，净电荷密度
为 0。

运流电流：Jv = ρv，在真空或气体中产生。考虑运流
电流时，净电荷密度未必为 0。

束缚电流 ：在外加电场或磁场下，由于微观运动产
生，细分为

极化电流：极化电荷在外界电场随时变的情况下产生，
Jp ≡ ∂P/∂t，会积累电荷。位移电流中已经包含了极
化电流，因为

JD =
∂D
∂t =

∂

∂t (ϵ0E + P) = ϵ0
∂E
∂t +

∂P
∂t

磁化电流：Jm = ∇× M，不积累磁荷，因为
∇ · Jm = 0。
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麦克斯韦方程组在时谐情况下的表示: 空间和
时间的解耦

当电磁场的激发源以大致确定的频率作正弦振荡，空间
(包括介质) 中的电磁场也就以相同的频率作正弦振荡，称
时谐 (定态) 电磁场 (time-harmonic EM field)。一般情况下，
即使电磁场不是单一频率，可以先就单频电磁场进行分析，
然后，通过傅立叶分析将不同频率成分叠加获得结果。

先考虑标量函数 E(t)，逐步写成以下形式 [ω = 2πf 为角频
率，φ 为初始相位]

E(t) =
√
2E sin(ωt+φ) = Im

(√
2Eejφ+jωt

)
7→ Im

(√
2Ėejωt

)
其中，Ė = Eejφ 称为 E 的相量 (phasor) 表示式。注意，教
科书中符号与此处使用不一样 Ė ↔ Ė。此处及以下，我们
以 ˙代表从时 (间)域转换到频 (率)域。更多教科书写为 Ẽ。
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15 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

时谐矢量的复数表示
对于时域的三维矢量场，ω = 2πf 为角频率，φx, φy, φz 为
初始相位

E(x, y, z, t) =
√
2Ex sin(ωt + φx)ex +

√
2Ey sin(ωt + φy)ey

+
√
2Ez sin(ωt + φz)ez

7→ Im
(√

2Ėejωt
)

其中，Ė = Ė(x, y, z) = Ėxex + Ėyey + Ėzez。关于时谐场的
复数表示，以下几点值得注意:

1. Ė 仍为三维空间的函数，但已经不是时间的函数

2. 比较电路理论中的电流、电压相量
3. 只有频率相同的相量才能使用复矢量方法进行运算
4. 如果以上用 cosine 作为基底，则 Im 改为 Re
5. 在有些教科书或文献中，直接以 E(x, y, z, t) = Ėejωt

表示，省略了 Im 与
√
2
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1. Ė 仍为三维空间的函数，但已经不是时间的函数
2. 比较电路理论中的电流、电压相量
3. 只有频率相同的相量才能使用复矢量方法进行运算
4. 如果以上用 cosine 作为基底，则 Im 改为 Re
5. 在有些教科书或文献中，直接以 E(x, y, z, t) = Ėejωt
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时谐电磁场的复数表示

由相量的特性知， ∂/∂t ↔ jω 。

利用时谐电磁场的复数表示，在一个固定频率下，电磁材
料本构方程可以写成 Ḋ = ϵĖ、Ḃ = µḢ、J̇c = γĖ。注意
ϵ, µ, γ 可能是频率的函数。麦克斯韦方程组也可以写成时
谐复数形式，有

定律 : 时变电磁场基本方程 (微分形式)

∇ · D = ρ⇔ ∇ · Ḋ = ρ̇

∇× E = −∂B
∂t ⇔ ∇× Ė = −jωµḢ

∇× H = J +
∂D
∂t ⇔ ∇× Ḣ = γĖ + jωϵĖ ≡ jωϵcĖ

∇ · B = 0 ⇔ ∇ · Ḃ = 0

∇ · J + ∂ρ/∂t = 0 ⇔ ∇ · J̇ + jωρ̇ = 0
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讨论: 为什么引入时谐电磁场、为什么使用复
数表达?♠
线性代数的概念: 时变电磁场可能具有多个频率，为了使
分析具有普适性，一般我们分析其基底/特征函数的特性。
如果物理系统是线性的，并且能找到基底/特征函数，则此
种分析的结果具有高度普适性与应用价值。

复数表达可以大大简化运算，特别是对“二次量”而言，如
后面将会介绍的坡印廷矢量 S、功率 P 等。

⋆ 时谐相量表示主要适用于单一频率或窄带电磁信号，又
称频域电磁理论。对于非线性、短脉冲、宽带电磁场，时
谐相量表示未必合适，则需要时域电磁理论。
⋆⋆ 试想，当电磁脉冲时长短于其波长时，相位与频率的
意义何解?
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介电常数的复数表示
定义导电媒质的复介电常数 (complex dielectric constant)

ϵc = ϵ
(
1− j γ

ωϵ

)
= ϵ (1− j tan δ)

此处虚部表示媒质的频率响应。电流经过导电媒质会有热效应，
加上弛豫损耗效应，一般会再将复介电常数扩充为

ϵc = ϵ′ − j
(
ϵ′′ +

γ

ω

)

结束这节前，简单讨论关于虚数单元 j 与 i 的使用与区别 ♠

说明

按照课程教科书，我们选择 ejωt 作为时谐场时间依存关系。
有些教科书选用 e−jωt，则对应的 ∂/∂t也就差一个负号，且
ϵc 表示也稍有差异。一般工程类电磁场教科书使用 j，而物
理类电磁场教科书则采用 i，有 j = ±i (正负选择随意但不
随便)。微妙的影响在于当我们完成从频域 (ω, k) 分析场量，
转回时域 (t, r) 时，要注意逆傅立叶转换时，在复空间回路
积分的选择应避免违反因果律与发散问题。
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分界面边界条件: 一般形式

电场的边界条件
À E1t = E2t 或 n̂1→2 × (E2 − E1) = 0
Á D2n − D1n = σf 或 n̂1→2 · (D2 − D1) = σf

磁场的边界条件
À B1n = B2n 或 n̂1→2 · (B2 − B1) = 0
Á H2t − H1t = Kf 或 n̂1→2 × (H2 − H1) = Kf

传导电流的边界条件 (γ 有限且不为零)
À J2n − J1n = −∂σ

∂t 或 n̂1→2 · (J2 − J1) = −∂σ
∂t

若以时谐的复数表示，以上物理量加 ˙，并且 ∂/∂t ↔ jω。

注意，对静电场或恒定场而言，以上边界条件都是独立的。
对时变场而言，除传导电流的边界条件外，其它知道切线
方向边界条件，则法向边界条件可以获得 (反之亦同)。
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分界面边界条件: 理想导体

假设 1 为理想导体 (γ1 = ∞)，2 为理想介质 (γ2 = 0)，则
E1 = D1 = B1 = H1 = 0，有
电场的边界条件

À E2t = 0 或 n̂1→2 × E2 = 0
Á D2n = σf 或 n̂1→2 · D2 = σf

磁场的边界条件
À B2n = 0 或 n̂1→2 · B2 = 0
Á H2t = Kf 或 n̂1→2 × H2 = Kf

在理想导体表面，时变电场必须垂直导体表面，而时变磁
场必须与其表面相切，且垂直面电流方向。
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分界面边界条件: 理想导体

假设 1 为理想导体 (γ1 = ∞)，2 为理想介质 (γ2 = 0)，则
E1 = D1 = B1 = H1 = 0，有
电场的边界条件

À E2t = 0 或 n̂1→2 × E2 = 0
Á D2n = σf 或 n̂1→2 · D2 = σf

磁场的边界条件
À B2n = 0 或 n̂1→2 · B2 = 0
Á H2t = Kf 或 n̂1→2 × H2 = Kf

在理想导体表面，时变电场必须垂直导体表面，而时变磁
场必须与其表面相切，且垂直面电流方向。
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无源电磁场方程
无源即 Jext = 0, ρf = 0，则麦克斯韦方程组可简化为

∇ · D = 0 ⇔ ∇ · Ḋ = 0

∇× E = −∂B
∂t ⇔ ∇× Ė = −jωµḢ

∇× H = γE +
∂D
∂t ⇔ ∇× Ḣ = jωϵcĖ

∇ · B = 0 ⇔ ∇ · Ḃ = 0

其中，γE = Jc。

在时域中，对法拉第定律与全电流定律分
别在等式两边取旋度，得

∇×∇× E + µϵ
∂2E
∂t2 = −µ∂Jc

∂t

∇×∇× H + µϵ
∂2H
∂t2 = ∇× Jc
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无源电磁场方程

通过数学操作，可以得到时变电场与磁场的波动方程组

∇2

{
E
H

}
− µϵ

∂2

∂t2

{
E
H

}
− µγ

∂

∂t

{
E
H

}
= 0

⇔ ∇2

{
Ė
Ḣ

}
+ ω2µϵc

{
Ė
Ḣ

}
= 0 [Helmholtz 方程]

⋆ 参考教科书 §7.3.1，试从麦克斯韦方程出发，推导
Helmholtz 方程。
⋆ 检视得到 Helmholtz 方程的过程中用到了哪些假设? 注
意，上式结果并不是最具一般性的电磁波方程。

例: 无限大平面电流激发平面电磁场 例题 3 。
例: 电磁参数的尺寸缩放 例题 4 。
例: 自由空间中的时变场 例题 5 。
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波的分类 ♠

按场的坐标变换方式，有标量波 (scalar wave)、矢量波
(vector wave)、张量波 (tensor wave)、旋量波 (spinor wave)
等。

标量 ⇒ 压力波方程 ⇒ ∇2p − 1
v2
∂2p
∂t2 = 0、物质波方程

(薛定谔方程) ⇒ h̄2

2m∇2ψ − Uψ + ih̄∂ψ∂t = 0

矢量 ⇒ 电磁波方程 ⇒ ∇2E + µϵ∂
2E
∂t2 = 0

张量 ⇒ 重力波方程 (爱因斯坦场方程)
⇒ G+ ΛG = 8πG

c4 T
旋量 ⇒ 自旋-1/2 方程 (狄拉克方程)
⇒ γµ

(
ih̄∂µ − e

cAµ

)
ψ − m0cψ =

↔
0

按介质种类分，有在固体中的弹性波 (elastic wave)、在液
体或气体的声波 (acoustic wave)、电磁波等，又通称经典
波 (classical wave)。
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时变电磁场是一种波

...After proposition 14 Maxwell quickly concluded that
there should be electromagnetic waves. He calculated their
velocity, compared it with the known velocity of light, and
reached the momentous conclusion that “We can scarcely
avoid the inference that light consists in the transverse
undulations of the same medium which is the cause of
electric and magnetic phenomena” (page 500; the italics
are Maxwell’s).
Maxwell was a religious person. I wonder whether after
this momentous discovery he had in his prayers asked for
God’s forgiveness for revealing one of His greatest secrets.

杨振宁 (1922-)

节录自 C.N. Yang, The conceptual origins of Maxwell’s equations and gauge
theory, Physics Today (2014)
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引入静态位的思路9

9取自叶齐政教授上课 ppt。
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动态位10

10取自叶齐政教授上课 ppt。
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利用 B = ∇× A 与 E = −∇φ− ∂A/∂t ，可以将麦克斯韦
方程组表示为 φ 与 A 的标量-矢量耦合方程组

∇2φ+
∂

∂t∇ · A = −ρ
ϵ

∇2A − µϵ
∂2A
∂t2 −∇

(
∇ · A + µϵ

∂φ

∂t

)
= −µJ

在库仑规范 (Coulomb gauge)11下， ∇ · A = 0 ，有
∇2φ = −ρ

ϵ

∇2A − µϵ
∂2A
∂t2 − µϵ

∂∇φ
∂t = −µJ

在洛伦兹规范 (Lorenz gauge) 下， ∇ · A = −µϵ∂φ∂t ，有
∇2φ− µϵ

∂2φ

∂t2 = −ρ
ϵ

∇2A − µϵ
∂2A
∂t2 = −µJ

11又称辐射规范 (radiation gauge)、横向规范 (transverse gauge)。
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动态位
注意上页中的 J 一般表示式可写作 J = Jext + γE。在理想
介质中，J = Jext，则利用洛伦兹规范，若已知电荷分布，
可以单独求出动态标量位；已知电流密度分布，可以单独
求出动态矢量位。但是最后求解电场时，同时需要 φ 与 A。

利用库仑规范的分析多见于低频电磁场，例如涡流问题，
电力装置 (工频) 中问题等。利用洛伦兹规范的分析则有高
频电磁场，例如天线辐射，(相对论) 加速荷电粒子辐射等。

说明

1. 仅由 A 和 φ 描述电磁现象不是唯一的，即，给定
E 和 B 并不对应唯一的 A 和 φ

2. 每一组 A 和 φ 称为一种规范 (gauge)
3. 当“位”作规范变换 (gauge transformation) 时，所
有可测量的物理量和物理规律都应该保持不变，
称规范不变性 (guage invariance)
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以前算 E,B 都没问题，为什么出现 A, φ 之后
一切变调了?
因为在 Ch3 介绍的 E = −∇φ 与 Ch5 介绍的 B = ∇× A，
其中 φ 与 A 如今都无法唯一确定12。计算 A, φ 具有 (不
少) 自由度，不再像计算 E,B 那么直接。麻烦之处在于，
按照物理要求，E,B 不能因为“位”的改变而不同。因此，
φ 与 A 就需要满足某种规范。

该满足哪些规范? ▶ 如，库仑规范、洛伦兹规范。但是，
这只是实用的规范，并不是唯二的规范。针对特定问题，
选择适当的规范可以大大简化问题分析13。
今天假设一位同学找到了一组 (A, φ)，另一位同学找到了
另一组 (A′, φ′)，如何判断谁对? 一个直观的方法是，让两
位同学接着算 E,B，只要他们能得到一样的 E,B，那么他
们找到的两组 (A, φ) 都是对的。

12记得以前 Ch3 可以唯一确定的前提是 ∇ × E = 0，现在不成立。至于磁场，在 Ch5 我们曾提及一般
A 的选择不是唯一的，因为 ∇ × B 一般 ̸= 0。

13如果选到不合适的规范，可能让问题复杂到解不出来。
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好，那么从 (A, φ) 求 E,B 已经有了操作型定义，只是，有
些问题这个求解虽然直观，但却需要不少时间。有没有更
有效率的检验方式? ▶ 规范变换。

什么是规范变换? 其数学形式是什么?

电磁作用的规范变换:


A′ = A +∇f

φ′ = φ− ∂f
∂t

其中，f 为一标量函数，称规范函数 (gauge function)。
⋆ 试验证，两组 (A, φ) 与 (A′, φ′) 若满足以上规范变换，
则 E = E′,B = B′。

⋆ 知道了库仑规范与洛伦兹规范，它们之间的物理有什么
不同处? 选哪个好?
▷ 两种规范包含的物理一样多，没有不同。也没有那个规
范更好，选择视问题而定。
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♠ 比较大学物理学到的质点运动学 {m} → {r} → {v}。质点动
力学有牛顿运动方程，电磁场动力学则是麦克斯韦方程组。
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动态位 ♠

⋆ 在洛伦兹规范下，麦克斯韦方程简化成一组比库仑规范
更对称的 φ,A 的方程，利用 Ch2 所学，写下洛伦兹规范
的 φ,A 的通解形式。
⋆ 事实上，库仑规范下的 φ,A 方程可以通过 Helmholtz
定理14进一步化简。先将电流源写成 J = J∥ + J⊥，其中，
∇× J∥ = 0,∇ · J⊥ = 0

J⊥ =
1

4π
∇×

˚
∇′ × J
|r − r′|dV

′

J∥ = − 1

4π
∇
˚

∇′ · J
|r − r′|dV

′

则 A 的方程可以化简15为

∇2A − µϵ
∂2A
∂t2 = −µJ + µϵ

∂∇φ
∂t = −µJ + µJ∥ = −µJ⊥

14该定理指出，一个矢量函数恒可拆解成纵向场 (无旋场) 与横向场 (无散场)，即
F = −∇φ + ∇ × A = F∥ + F⊥，其中，F∥ 包含 F 的散度；F⊥ 包含 F 的旋度。

15好处是可以利用 Ch2 所学的公式写出 A 的通解。
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几个常用关系式

∇ · ♠ = 0 ⇔ ♠ = ∇×♣, ∇×♠ = 0 ⇔ ♠ = ∇♣

∇ ·⋆ = f(r) ⇔ ⋆ =
1

4π
eR

ˆ

V,A,C

f(r′)
R2(r, r′)

d(V,S, ℓ)′

∇×⋆ = F(r) ⇔ ⋆ =
1

4π

ˆ

V,A,C

F(r)× eR
R2(r, r′)

d(V,S, ℓ)′

∇2■ = −f(r) ⇔ ■ =



1

4π

˚

V

f(r′)
R(r, r′)

dV ′

1

4π

˚

V

f(r′)
R(r, r′)

dV ′ +
1

4π

ˆ̂
⃝
A

[
1

R(r, r′)
∂φ

∂n
− φ

∂

∂n
1

R(r, r′)

]
dS′

物理意义: 等式右边第一项表示V内包含的场源f(r)对■的贡献。叠加原理。
等式右边第二项则表示V外场源f(r)对■的贡献。惠更斯原理 (Huygens principle)。

∇2■−
1

c2
∂2

∂t2
■ = −f(r, t) ⇔ ■ =


1

4π

˚

V

f
(

r′, t − |r−r′|
c

)
R(r, r′)

dV ′

...

物理意义: 推迟效应, 当c → ∞, f
(

r′, t − |r−r′|
c

)
→ f(r′)
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推迟效应 (retardation effect)
回顾前几章所讨论的内容，静电场、恒定电场、恒定磁场，
由于不涉及与时间相关的讨论 (除法拉第定律外)，一个隐
性的假设是当时忽略了“源”建立“场”的时间效应，或者假
设传递此效应的速度 v → ∞。

进一步说明，考虑静电场或恒定电场情况，由 ∇× E = 0，
有 E = −∇φ。由本章前面讨论知，E = −∇φ− ∂A/∂t，第
二项可以视为修正项，也体现了对“场的构建”的时间效应。
以下选择洛伦兹规范，并假设理想电介质 (γ = 0)，有

∇2φ− 1

v2
∂2φ

∂t2 = −ρ
ϵ

∇2A − 1

v2
∂2A
∂t2 = −µJext

⇔

∇2φ̇+ β2φ̇ = − ρ̇
ϵ

∇2Ȧ + β2Ȧ = −µJ̇ext

其中定义了波速 v = 1/
√
µϵ 6= ∞ (此处 µ, ϵ 与参照系选择

无关) 与相位常数 β = ω/v = ω
√
µϵ。上式波动方程又称为

达朗贝尔 (D’Alembert) 方程。
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φ 与 A 推迟解的一般形式
对于一般形式的电荷与电流分布，φ,A 有以下解形式16
φ =

1

4πϵ

˚

V

ρ
(
r′, t − R

v
)

R dV ′

A =
µ

4π

˚

V

Jext
(
r′, t − R

v
)

R dV ′
⇔


φ̇ =

1

4πϵ

˚

V

ρ̇(r′)e−jβR

R dV ′

Ȧ =
µ

4π

˚

V

J̇ext(r′)e−jβR

R dV ′

比较静电场与恒定磁场中的标量与矢量位，可发现此处额
外的时间依存关系与 e−jβR 项。此处的 ρdV ′ 可换成 σdS ′

或 τdℓ′，电流密度亦同。考虑电荷振荡 q(t) = q0 sinωt，在
空间某处 r 6= 0 的行为有17

φ =
q0
4πϵ

sinω
(
t − r

v
)

r
v→∞→ q0

4πϵ

sinωt
r

16由 Ch2 知，此式假设激励源为局域分布，因此忽略惠更斯项。
17严格来说，这个模型违反 (局部的) 电荷守恒。完整的解在 Ch9 偶极子将介绍。
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Ȧ =
µ

4π

˚

V

J̇ext(r′)e−jβR

R dV ′

比较静电场与恒定磁场中的标量与矢量位，可发现此处额
外的时间依存关系与 e−jβR 项。此处的 ρdV ′ 可换成 σdS ′

或 τdℓ′，电流密度亦同。

考虑电荷振荡 q(t) = q0 sinωt，在
空间某处 r 6= 0 的行为有17

φ =
q0
4πϵ

sinω
(
t − r

v
)

r
v→∞→ q0

4πϵ

sinωt
r

16由 Ch2 知，此式假设激励源为局域分布，因此忽略惠更斯项。
17严格来说，这个模型违反 (局部的) 电荷守恒。完整的解在 Ch9 偶极子将介绍。

36 / 62



时变电磁场

7.1 麦克斯韦方程
组

7.2 边界条件

7.3 无源电磁场方
程

7.4 位函数电磁场
方程

补充：规范变换 ♠

7.4.2 推迟效应

7.5 电磁场能量守
恒定律

7.6 唯一性定理

例题 & 练习

作业

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

φ 与 A 推迟解的一般形式
对于一般形式的电荷与电流分布，φ,A 有以下解形式16
φ =

1

4πϵ

˚

V

ρ
(
r′, t − R

v
)

R dV ′

A =
µ

4π

˚

V

Jext
(
r′, t − R

v
)

R dV ′
⇔


φ̇ =

1

4πϵ

˚

V

ρ̇(r′)e−jβR

R dV ′
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推迟效应 (retardation effect)

下图例18展示是否考虑推迟效应对空间标量场的影响。

18取自叶齐政教授上课 ppt。
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结束本节之前，应注意，以上具有时间推迟项的时变标量
位与矢量位和静电场及恒定磁场的对比关系并不表示对电
场与磁场也有类似关系，即

说明

E 6= 1

4πϵ

˚

V

ρ
(
r′, t − R

v
)
eR

R2
dV ′

B 6= µ

4π

˚

V

Jext
(
r′, t − R

v
)
× eR

R2
dV ′

例: 无限大平面电流激发平面电磁场 例题 3
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时变电磁场能量
已知在静电场中，有电场能量密度 we = 1

2E · D。在恒定磁
场中，有 wm = 1

2B · H。在时变电磁场中， 实验 上已证实
wEM = we + wm 的正确性。如果我们想知道动态的能量流
动，即功率，可以将闭合区域 V 内的电磁场 (总) 能量对
时间微分，从而获得功率平衡方程，有19

定律 : 坡印廷定律 (Poynting’s theorem)

积分形式:
∂WEM
∂t =

∂

∂t

˚
V

wEMdV = −
‹

A
(E × H) · dS−

˚
V

E · JdV

微分形式: ∂wEM
∂t = −∇ · (E × H)− E · J

其中，定义 (瞬时) 坡印廷矢量为 S ≡ E × H 。SI 单
位: W/m2 或 J/(m2sec)。p = E · J 称热功率密度。

19英国物理学家 John Henry Poynting (1852-1914)
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19英国物理学家 John Henry Poynting (1852-1914)
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对导电媒质，有 J = γE，于是

∂WEM
∂t = −

‹
A
(E × H) · dS −

˚
V

J2
γ

dV

上式中
∂WEM
∂t 的正负表征体积 V 内单位时间的电磁能量增加 (> 0)
或减少 (< 0)‚

A (E × H) · dS 为电磁能量从闭合面 A 流向外的功率
(S = E × H 又称能流密度)
˝

V
J2

γ dV 为体积 V 内由于传导电流产生的热功率 (恒
≥ 0)

坡印廷矢量 S 除了表示单位面积瞬时功率，还带有能流的
概念。因此，并不是说空间中存在 E 与 H 时，S 就有意
义。 例题 6 、 例题 7
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图: Poynting vector, E-field, H-field20

电路中各处的坡印廷矢量 S、电场 E、磁场 H分布。电场
从高电位指向低电位，磁场按电流方向决定。电池内的由
于 (化学) 电动势，将电流自 (−) 拉到 (+)。整体来看，能
量流方向自电池至负载，通过导体外传输。

20图例取自 https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting_vector
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电路中导线外的电场分布。电阻两端加电压，把带电粒子
挤压到电阻另一侧。如果电阻为线性，则电压加倍，电流
加倍 (欧姆定律)。注意，有些电场跑到电阻元件的外面，
为传递能量 (在电阻内的就以热形式而消耗)。导线外侧附
近的电场几乎垂直导线表面，一点点平行分量用来推动带
有一点点电阻的导线内的电子。电路接通后，电流就开始
寻找流动路径。
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坡印廷矢量在复数域表达式

定义 : 复坡印廷矢量

定义 (瞬时) 复坡印廷矢量为 Ṡ = Ė × Ḣ∗。

由上可知，(平均) 坡印廷矢量21

Save =
1

T

ˆ T

0
S(r, t)dt [T = 2π/ω]

= (E ×H) cos(φE − φH) = Re
(

Ė × Ḣ∗
)
= Re

(
Ṡ
)

其中，假设 Ė = E(r)ejφE , Ḣ = H(r)ejφH。

复坡印廷矢量的实部表示时变电磁场在一个周期内的平均
能流密度，Ṡ 本身不是时谐量。注意，有些教科书写
Save =

1
2 Re(Ė × Ḣ∗)。1

2 的差异是由于对相量定义少了
√
2

差异造成。

21推导见教科书 §7.5.2。坡印廷矢量可以视为“二次式”形式的物理量。
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坡印廷矢量在复数域表达式

类似地，一个周期内能量体密度平均有

we,ave =
1

T

ˆ T

0
we(r, t)dt = ϵ

2
Ė · Ė∗

wm,ave =
1

T

ˆ T

0
wm(r, t)dt = µ

2
Ḣ · Ḣ∗

其中，假设 Ė = E(r)ejφE , Ḣ = H(r)ejφH。

注意，有些教科书写 we,ave =
ϵ
4 Ė · Ė∗、wm,ave =

µ
4 Ḣ · Ḣ∗。

1
4 的差异是由于对相量定义少了

√
2 差异造成。
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ˆ T

0
wm(r, t)dt = µ

2
Ḣ · Ḣ∗

其中，假设 Ė = E(r)ejφE , Ḣ = H(r)ejφH。

注意，有些教科书写 we,ave =
ϵ
4 Ė · Ė∗、wm,ave =

µ
4 Ḣ · Ḣ∗。

1
4 的差异是由于对相量定义少了

√
2 差异造成。
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复功率 ♠

对应于电路理论中的术语，定义复功率 P + jQ

−
‹

A
(Ė × Ḣ∗) · dS = ...

=

˚
V

J̇ · J̇∗

γ
dV + 2jω

˚
V

(µ
2

Ḣ · Ḣ∗ − ϵ

2
Ė · Ė∗

)
dV

= P + 2jω(Wm,ave − We,ave) = P + jQ

其中，
P 称为有功功率 (real power)、Q 称为无功功率 (reactive power)；
P = −

‚
A Re (Ė × Ḣ∗) · dS,Q = −

‚
A Im (Ė × Ḣ∗) · dS

等式左边: 流入闭合面的复功率
等式右边第一项 (实部): 闭合面内导电媒质消耗的功率，即有功功率
等式右边第二项 (虚部): 闭合面内电磁能量的交换及与外部的交换 (交换
̸= 消耗)
定义视在功率 (表观功率, apparent power) 为

√
P2 + Q2

定义交流阻抗 Z(ω) ≡ P+jQ
İ2 = R + jX，则当 Wm = We 时，系统电抗

X = 0，系统谐振，此时电磁损耗与热相关。(更多讨论见 Ch8)
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A Re (Ė × Ḣ∗) · dS,Q = −

‚
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有功功率 vs. 无功功率 ♠

在交流电路中，由电源供给负载的电功率有两种；一种是有功功
率，一种是无功功率。有功功率是保持用电设备正常运行所需的
电功率，也就是将电能转换为其他形式能量 (机械能、光能、热
能) 的电功率。无功功率比较抽象，它是用于电路内电场与磁场
的交换，并用来在电气设备中建立和维持电磁场的功率。它不对
外作功，而是转变为其他形式的能量。例如，在有电磁线圈的电
气设备，要建立磁场，就需要无功功率。

无功功率不是无用功率，它的用处很大。电动机需要建立和维持
旋转磁场，使转子转动，从而带动机械运动，电动机的转子磁场
就是靠从电源取得无功功率建立的。变压器也同样需要无功功
率，才能使变压器的一次线圈产生磁场，在二次线圈感应出电
压。因此，没有无功功率，电动机就不会转动，变压器也不能变
压。通常从发电机和高压输电线供给的无功功率，远远满足不了
负荷的需要，所以在电网中要设置一些无功补偿装置来补充无
功功率，以保证用户对无功功率的需要，这样用电设备才能在额
定电压下工作。

21取自 https://www.zhihu.com/question/20361729
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定理陈述

麦克斯韦方程组的微分形式、电荷守恒方程的微分形式以
及分界面上的边界条件是时变电磁场必须满足的基本方程，
但这组方程的解是通解，要想得到具体物理问题的定
解—特解，还必须给定系统的初始条件和边界条件，这些
条件称为定解条件，与此相关的问题称为定解问题。

定理 : 唯一性定理

在 t > 0 的所有时刻，闭合区域 V 内的电磁场是由整
个 V 内的电和磁矢量的初始值，以及 t ≥ 0 时边界上
电矢量 (或磁矢量)的切向分量的值所唯一确定。

证明

见教科书 §7.6。
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例题 1: 时变磁场中的导体环 (例 7.1.1) 法拉第定律

在空间均匀随时间缓变增加
(dB/dt = c > 0) 的磁场中，
分别放置金属环，(a) 半径 a，
电阻 R 与 (b) 等长等粗不同
材料的金属环，
γACB = 1

2γADB，求感应电流
与电压。

对 (a)，感应电动势有 ε = −dΦ
dt = −πa2 dB

dt = −πa2c。环
上电流为 I = ε

R = −πa2c
R 。沿环上的电压有

UACB =

ˆ
ACB

E · dℓ =

ˆ
ACB

I
γSeϕ · dℓ(−eϕ)

!
=−IR

2
=
πa2c
2ˆ

AOB+BCA
E · dℓ = −πa2c

2
⇒
ˆ

AOB
E · dℓ = −πa2c

2
+
πa2c
2

= 0

同样的 A、B 两点，沿不同路径的积分不一样。一般在时
变场的分析中不使用电位差的概念。
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例题 1: (续)
对 (b)，感应电动势相同，ε = −πa2c。两半环视为串联，
环上电流为 I = ε

R+2R = −πa2c
3R (设右半弧长的电阻为 R)。

环上路径的电压有

UACB = −2RI = 2πa2c
3

UADB = RI = −πa2c
3ˆ

AOB
E · dℓ = −πa2c

2
+ UACB =

πa2c
6

注意，不同于 (a)，UAOB 6= 0，是由于两半环的电导率不
相等，半环交界面积累面电荷。因此 AOB 线上，除了感
应电场的贡献，还有库仑电场。沿 AOB 的合成电场不再
始终垂直于直径线元 dℓ。
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例题 2: Jc, JD 何者大? (例 7.1.2) 返回

海水电导率 γ = 4.2 S/m，ϵr = 81。考虑在 f = 1 MHz 与
f = 1 GHz 时的 Jc, JD 的最大值的比值。

设电场强度 E = Em sinωt，则位移电流与传导电流分别为

JD =
∂D
∂t = ωϵ0ϵrEm cosωt

Jc = γE = γEm sinωt

峰值比值则有

JD,max
Jc,max

=
ωϵ0ϵr
γ

=

{
1.072× 10−3, f = 1 MHz
1.072, f = 1 GHz
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例题 3: 平面电磁场 返回

简单介质中，有均
匀分布于 xy 平面
之面电流
K = exK0 cosωt，
求空间中的电磁场。

暂时忽略时间依存关系，对图中封闭回路应用安培定律，有
˛

H · dℓ =

¨
K · dS 厚度→0⇒ H2ℓ = K0ℓ⇒ H = −K0

2
ey (z > 0)

利用推迟概念，有

H(z, t) = ey


−K0

2
cosω

(
t − z

c
)
, z > 0

+
K0

2
cosω

(
t + z

c
)
, z < 0

,E(z, t) = ex


−ηK0

2
cosω

(
t − z

c
)
, z > 0

−ηK0

2
cosω

(
t + z

c
)
, z < 0

其中，η =
√

µ
ϵ 为本质阻抗，c = 1√

µϵ。
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例题 3: (续) 推迟效应

试想，上面推迟位的分析是否恒成立? 正规的分析要怎么
做?

根据问题的对称性，有 A ‖ ex，且 A = Ax(z, t)ex。利用推
迟概念，有

A =
µ

4π

¨ K
(
r′, t − R

c
)

R dS ′ = ex
µ

4π

2πˆ

0

∞̂

0

K
(

t −
√

ρ2+z2
c

)
√
ρ2 + z2

ρdρdϕ

= ex
µ

2

∞̂

0

K
(

t −
√

ρ2+z2
c

)
√
ρ2 + z2

ρdρ = ex
µc
2

∞̂

0

K
(
t − ζ − z

c
)

dζ

注意，上式最后一个等号用了变量变换 ζ =

√
ρ2+z2

c − z
c

与 ρdρ = Rcdζ。
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例题 3: (续) 推迟效应

H =
1

µ
∇× A =

1

µ
ey
∂Ax
∂z = ey

c
2

∞̂

0

∂K
(
t − ζ − z

c
)

∂z dζ

= ey
1

2

∞̂

0

∂K
(
t − ζ − z

c
)

∂ζ
dζ = ey

1

2

[
K(−∞)− K

(
t − z

c
)]

= −
K
(
t − z

c
)

2
ey

E = −∂A
∂t = −ex

µc
2

∞̂

0

∂K
(
t − ζ − z

c
)

∂t dζ

= ex
µc
2

∞̂

0

∂K
(
t − ζ − z

c
)

∂ζ
dζ = ex

µc
2

[
K(−∞)− K

(
t − z

c
)]

= −exη
K
(
t − z

c
)

2

⋆ 重复以上推导，分析 z < 0 的情况。
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例题 4: 电磁参数的尺寸缩放关系 ♠
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例题 4: 电磁参数的尺寸缩放关系 ♠ 返回

一电磁系统尺寸为 d，操作频率 ω 的简单介质 (ϵ, µ, γ 为常数
标量)。欲制造比例缩小 κ 倍之系统，要求两系统具有一样的
电磁行为，哪些电磁参数要求有相应的改变?

▷ 对于原尺寸与缩小后 (′) 的尺寸，分别有{
∇× Ė = −jωµḢ
∇× Ḣ = γĖ + jωϵĖ

,

{
∇′ × Ė′ = −jω′µ′Ḣ′

∇′ × Ḣ′ = γ′Ė′ + jω′ϵ′Ė′

尺寸缩小 κ 倍，表示 x = κx′。因而有 ∂
∂x′ =

∂
∂x

dx
dx′ = κ ∂

∂x。缩
小系统的 Maxwell 方程为


∇× Ė′ = −j

(
ω′µ′

κ

)
Ḣ′

∇× Ḣ′ =

(
γ′

κ

)
Ė′ + j

(
ω′ϵ′

κ

)
Ė′

⇒


µ′ = µ 假设非磁性材料

ω′ = κω

ϵ′ = ϵ

γ′
?
=κγ

原则上，以上标度无法完全同时满足，因为
ϵc = ϵ

(
1− j γωϵ

)
, ϵc(ω1) 6= ϵc(ω2)。然而，如果电流效应不重要

的话，γ 的比例缩放可以忽略。
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例题 5: 自由空间中的时变场 返回

自由空间中有一时变电场表达式为
E(x, y, z, t) = n̂E0e−ikxx cos (ωt − y)，试问 kx 值。

▷ 电场传播方向的一般表示
为22n̂ = cosαex + cosβey + cos γez (其中，α, β, γ 为常数)，
满足波动方程，有

∇2E =
1

c2
∂2E
∂t2 ⇒ 1

c2
∂2Ex
∂t2 =

∂2Ex
∂x2 +

∂2Ex
∂y2 +

∂2Ex
∂z2

对于其它 y, z 分量有类似的形式。将时变电场表达式代入
上式，得

kx =
1

c
√
ω2 − c2

22注意这里的 γ 不是导电率。
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例题 6: 直流电路能流分析 (例 7.5.1) 返回

如右图23，直流电源对
电阻供电，电流为 I。
分析导体内的能流密
度。

对左边圆柱，有 J = I
πa2 ez，导体内电场 E内 = J

γ = I
πa2γ

ez，

磁场 H内 = Iρ
2πa2 eϕ。坡印廷矢量 S = E × H = − I2ρ

2π2a4γ
eρ，

垂直电流方向，由导体表面流向轴心。

23图例取自叶齐政教授上课 ppt。
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例题 6: (续)
按定义，流入导体内的功率可以求得，为

−
‹

A
S · dS = +

I2ρ
2π2a4γ eρ · 2πaℓeρ =

ℓ

γ (πa2)I2 = R′I2

将导线内阻写为 R′。

自洽检验：由于为恒定电场与磁场，利用坡印廷定律，有

∂W
∂t = −

‹
A

S · dS −
˚

V

J2
γ

dV = 0

⇒
‹

A
S · dS = −

(
I
πa2

)2πa2ℓ
γ

= −R′I2

⋆ 分析导线外的电磁场与坡印廷矢量。
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.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

例题 7 返回

如下图24，直流电源 U 通过同轴电缆向负载电阻供电，电流
为 I，设导体的电导率 γ，内半径 a; 外导体半径 b。填充绝
缘介质电导率为 0, 磁导率为 µ0。求

1. γ = ∞，求绝缘介质内任一点的电场和磁场强度。
2. γ = ∞，计算穿过同轴电缆横截面的功率。
3. γ 6= ∞，计算流入内导体单位长度的功率。

24图例取自叶齐政教授上课 ppt。 59 / 62
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例题 7: (续)
对1.，γ = ∞ ⇒ Ei =

J
γ = 0。假设圆柱内柱与外柱面分布

电荷线密度 ±τ，由高斯定律可求电场 Eo = τ
2πϵ0ρ

eρ。内外
柱电位差有

U =

ˆ b

a

τ

2πϵ0ρ
dρ =

τ

2πϵ0
ln b

a

因此，电场可以写成 Eo = τ
2πϵ0ρ

eρ = U
ln b

aρ
eρ。磁场有

Ho = I
2πρeϕ。这里假设电缆无限长。

对2.，有坡印廷定律，有 S = Eo × Ho = UI
2πρ2 ln b

a
ez。穿过

同轴电缆横截面的功率则有

P =

¨
A

S · dS =

ˆ 2π

0
dϕ
ˆ b

a
Sρdρ = UI
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.
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例题 7: (续)
对3.，若 γ 6= ∞，则内侧圆柱内有 Ei =

I
πa2γ

ez。根据边界
条件，内导体表面有
Et(ρ = a) = I

πa2γ
ez,Ht(ρ = a) = I

2πaeϕ。坡印廷矢量为
S(ρ = a) = Et × Ht =

I2
2π2a3γ

(−en)。

流入内导体总功率可以写为

P′ =

¨
A

S(ρ = a) · dS =
I2

2π2a3γ · 2πah =
I2h
πa2γ = R′I2

单位长度功率则有 P′/h。
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7.3, 7.4, 7.8
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