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写在开始前...
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回顾前两章的理论框架
第三章探讨了静电荷产生的静电场，包含在真空中与在物
质 (电介质) 中。
第四章虽然探讨恒定 (稳态) 电场，但是场源已经不是静止
的电荷，而是恒定电流。虽然恒定电流是由于电荷移
动2(电流) 形成，但是当电流缓变且时空尺度恰当时，恒定
电流分别产生的电场与磁场可以分开讨论。

本章将讨论恒定电流3的磁效应，即恒定磁场。由于静磁场
的“源”是电流 (不是磁荷)，以下可以看到许多与静电学范
畴内容的对比，也会看到少许与恒定电场的对比。先讨论
自由空间 (真空)，再讨论物质中的静磁场。

性质

电与磁是对偶的。

2电与磁巨大的差异从这里展现。
3因此，仍有 ∇ · J = 0。
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回顾前两章的理论框架

性质 : 静电场与恒定电流场的比较 ∂/∂t = 0

静电场 (电介质) 恒定电流场 (导电媒质)
∇× E = 0 ∇× E = 0

J = 0 ρ = 0
∇ · D = 0 ∇ · J = 0
D = ϵE J = γE

正式进入本章内容前，同学们先有一个印象，将它放在心
底：磁现象可以视为静电场的相对论效应 。移动的荷电粒
子形成电流，到底该考虑电荷产生的电场，还是电流形成
的磁场? 在 20 世纪初，这是伤脑筋的问题，一直到狭义相
对论提出之后，才获得满意的解决。有些时候如果遇到“令
人费解”的情况，其实与 (“违反直觉”的) 相对论效应有关。
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探索磁力的本质，我们从几个实验定律开始

定律 : 奥斯特定律 (Orsted’s law)

1819年丹麦物理学家奥斯特发现通有电流的导线可使
附近小磁针偏转，即周围存在磁场。地位类似库伦定
律。SI 单位: Tesla，CGS 单位: Gauss，1 T= 104 G。

|B(r)| ∝ I
r
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定律 : 毕奥-沙伐定律 (Biot-Savart law)

1820 年，法国物理学家毕奥与沙伐通过实验建立了磁
通密度与电流之间的关系，经法国数学家拉普拉斯提炼
定量为 [又称 Biot-Savart-Laplace law]

B(r) = µ0
4π

ˆ

C

Idℓ× eR
R2

其中，真空磁导率 (permeability) µ0 ≡ 4π × 10−7 N/A2

(或 H/m)。地位类似电场的高斯定律。

注意，以上电流元还可以写为 JdV 或 KdS。 例题 1-1
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毕奥-沙伐定律具有一般性，可以通过取散度得到磁场的高
斯定律 ∇ · B = 0 。对时变电磁场也成立。

∇ · B(r) = µ0
4π

∇ ·
ˆ

V

JdV × eR
R2

=
µ0
4π

ˆ

V

∇ ·
[

JdV × eR
R2

]

=
µ0
4π

ˆ

V

 eR
R2

· (∇× J)︸ ︷︷ ︸
0

−J · ∇ × eR
R2︸ ︷︷ ︸

0

 dV = 0

注意，积分对源，微分对观察坐标。以上用了矢量恒等式
∇ · (A × B) = B · (∇× A)− A · (∇× B) 与 eR

R2 = −∇
(
1
R
)
。

注意，因为电流密度函数是源坐标函数，故 ∇× J = 0。
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磁场力
以上讨论了“场”。1820 年，法国物理学家安培提出外部磁
场对电流会产生“力”，有如下定律

定律 : 安培力定律 (Ampere’s force law)

真空中两条载流导线，电流元 1 对 2 的作用力为

F1→2 =

ˆ
ℓ2

I2dℓ2 × B1 =

ˆ
ℓ2

I2dℓ2 ×
[
µ0
4π

ˆ
ℓ1

Idℓ1 × e12
R2

]
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磁场力
性质

如上页图，导线 1 产生的磁感应方向与导线 2 所
受磁力方向都遵循右手定则

此例明显有同向电流相吸、反向电流相斥

思考: 检视牛顿第三运动定律是否成立? (参考下
图)
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完整的力分析涉及引入电磁动量，或麦克斯韦电磁应力张
量 (Maxwell stress tensor) PEM = ϵ0E × B。
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再回到“场”，1820 同年末，安培也建立了封闭回路上磁感
应强度 B 的线积分与通过回路的电流之间的关系，有安培
环路定律 (Ampere’s circuital law)。先改写毕奥-沙伐定律，
有

B(r) = µ0
4π

ˆ

V

JdV × eR
R2

=
µ0
4π

− ˆ
V

∇× J
R dV +∇×

ˆ

V

JdV
R


=
µ0
4π

∇×
ˆ

V

JdV
R

以上推导用了哪些恒等式?

∇× (ψF) = ∇ψ × F + ψ∇× F
∇×∇× F = ∇(∇ · F)−∇2F

∇ · (ψF) = F · ∇ψ + ψ∇ · F

∇
(
1
R
)
= − eR

R2
,∇2

(
1
R
)
= −4πδ(R)
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接着对 B 取旋度，有

∇× B =
µ0
4π

∇×∇×
ˆ

V

JdV
R

=
µ0
4π

∇
ˆ

V

∇ ·
( J

R
)︸ ︷︷ ︸

J·∇(1/R)

dV − µ0
4π

ˆ

V

J∇2
(
1
R
)

dV

= −µ0
4π

∇
ˆ

V

J · ∇V
(
1
R
)

dV +
µ0
4π

ˆ

V

J4πδ(R)dV

=
i.b.p.

µ0
4π

∇
ˆ

V

(
1
R
)
∇V · J︸ ︷︷ ︸

0

dV + µ0J = µ0J

上面推导用到了

∇
(
1
R
)
= −∇V

(
1
R
)
与 ∇

(
1

|x−x′|

)
= −∇V

(
1

|x−x′|

)
∇V · J = −∂ρ

∂t
!
=0

⋆ 复习时，比较 Ch3，对库仑定律分别求散度与旋度，可以得到电场的高斯定
律与静电场环路定理。
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安培环路定理微分形式 ∇× B(r) = µ0J 。积分形式
˛

C

B(r) · dℓ = µ0I = µ0
∑

k
Ik

与前面讨论的磁场高斯定律 ∇ · B(r) = 0 或其积分形式
ˆ̂
⃝

A
B(r) · dS = 0

两式形成真空中恒定磁场的基本方程。

定义 : 通量 (flux)

定义矢量场穿过某一截面的通量为 Φ。考虑磁感应强
度 B(r)，有 [SI 单位: Wb, 1 Wb = 1 Tm2 = Volt-sec,
CGS 单位: Maxwell, 1 Mx = 10−8Wb]

Φ ≡
¨

S
B(r) · dS [磁通量 ̸= 磁链]
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安培环路定理与积分路径“形状”无关
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基本方程 ∇ · B(r) = 0 告诉我们不存在独立的磁荷。

关于静磁场计算，利用安培定律可以得到一些典型几何形
态的磁场分布，如 例题 2 、 例题 3 、 例题 4 、 例题 6 。

性质

置于 z 轴的恒定电流 I 的无限长直导线，有

B(ρ, ϕ, z) = µ0I
2πρ

eϕ

无限大平行板，其上均匀面电流密度大小相同
(Ks) 方向相反，则 [磁场方向自行判断]

B = 常数 =

{
µ0Ks, 平行板内

0, 平行板外
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(磁) 媒质的磁化

讨论媒质物质在静磁场时，从微观角度看，媒质中的原子
大体上可视为一正电荷静止在中央，外围环绕运动的负电
荷。运动负电荷可以视为一个封闭球面环路电流。参考图
5-1-5。
类似于电介质在静电场的极化分析，我们定义磁偶极如下

定义 : 磁偶极 (magnetic dipole moment)

对在平面上单连封闭曲线 (所围面积 S) 之细导线，流
经其上的恒定电流 i0 形成磁偶极，单位法向方向由右
手定则决定，定义磁矩为

m = i0S = i0Sn̂
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(磁) 媒质的磁化

类似地，并非任何原/分子在外加磁场下都呈现磁偶极矩。
还可以定义四极矩 Qα,β (quadrupole moment) 或其它高阶
矩，这些形式是依矢量磁位展开而定义的。

定义 : 磁化矢量 (magnetization vector)

磁媒质中单位体积的磁偶极矩和 [SI 单位制: Amp/m]

M = lim
∆V→0

∑n
i=1 mi
∆V
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(磁) 媒质的磁化 (§5.1.3)
定理 : 磁化电流

一个具有 M 的磁媒质，可以用其磁化体电流密度
Jm = ∇× M 与磁化面电流密度 Km = M × n̂ 表征，
其中 n̂方向为自磁媒质指向外。总磁化电流有⇒ Im =¸

C Km · dℓ+
˜

A Jm · dS。 例题 9

证明

利用磁偶极子的矢量磁位 (§5.2 会介绍)，有 ♠

A(r) = µ0

4π

˚

V

M × r
r3 dV =

µ0

4π

˚

V

M ×∇V
1

r dV

=
µ0

4π

˚

V

[
1

r∇V × M −∇V × M
r

]
dV

上式第二项再应用 ∇× (φF) = φ∇×F−F×∇φ。
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(磁) 媒质的磁化
磁化电流也会贡献在媒质中形成磁场，应用安培定律，有

∇× B = µ0
(
Jf + Jm

)
= µ0Jf + µ0∇× M

注意，B 正式名称为磁感应强度 (magnetic induction)。

定义 : 磁场强度矢量 (magnetic field)

定义为

H =
B
µ0

− M [SI 单位制: A/m]

则有 ∇× H = Jf 。引入 H 将使得分析磁媒质中的场变得
比较方便。为方便分析，也写成 B = µ0(H + M) = µH，
其中，µ = µ0µr = µ0(1 + χm)。µ 称磁导率 (permeability)，
χm 称磁化率 (magnetic susceptibility)。
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磁化媒质存在的场域中，空间中任一点矢量磁位与磁场可
以如下方式求得

A(r) = µ0
4π

˚
V

Jf + Jm
|r − r′| dV ′ +

ˆ̂
⃝
S

Kf + Km
|r − r′| dS ′


B(r) = µ0

4π

˚
V

(
Jf + Jm

)
× (r − r′)

|r − r′|3
dV ′ +

ˆ̂
⃝
S

(
Kf + Km

)
× (r − r′)

|r − r′|3
dS ′


比较 : 电介质存在的场域中，空间中任一点电位与电场可
以如下方式求得

φ(r) = 1

4πϵ0

˚
V

ρf + ρP
|r − r′| dV ′ +

ˆ̂
⃝
S

σf + σP
|r − r′| dS ′


E(r) = 1

4πϵ0

˚
V

(
ρf + ρP

)
(r − r′)

|r − r′|3
dV ′ +

ˆ̂
⃝
S

(
σf + σP

)
(r − r′)

|r − r′|3
dS ′


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性质 : 磁化矢量作为磁媒质对外界磁场的响应

磁媒质对外界磁场达平衡时的响应体现在磁化矢量强
度上，其一般形式可写为

M = χmH =
1

µ0

χm
1 + χm

B =
µ− µ0
µ0

H

其中，媒质磁化率 χm 为无量纲，一般描述以张量形
式 ↔

χm 呈现。

定义 : 各向同性、线性、均匀磁媒质 ⇒ 简单媒质

各向同性 (isotropic) ⇒ M 与 H 方向一致
(M ∥ H)、χm 为标量

线性 (linear) ⇒ M ∝ H，与 H2 或高阶场无关

均匀 (homogeneous) ⇒ χm 不随空间位置改变4

互易 (reciprocal) ⇒ χm,ij = χm,ji

4更精确地说，为媒质磁化率或磁导率随空间变化的尺度远小于电磁场的空间变化尺度，即长波极限。 23 / 101
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(磁) 媒质的磁化
磁媒质本构关系 (constitutive relation)，
B = µ0(H + M) = µ0(1 + χm)H = µH = µ0µrH。

一些常见材料的相对磁导率 µr 见表 5-1-2。其中，
µr,铁磁媒质 ≫ µr,顺/逆磁媒质 ≈ 15。

常见材料并不都是线性磁媒质，如: 铁的 M 与 H 就不是
线性关系。磁通量倾向于穿过磁导率较大的物质，类似于
电流倾向于穿过电导率较大的物质。

说明

电介质一般减弱外界的 E 场。按分界面边界条件，在
部分填充电介质的平行板电容器中，电介质-真空分界
面 Dn 场相同 (假设 σf = 0)，E 场可能不同。
磁媒质一般减弱外界的 H 场。按分界面边界条件，在
含有气隙的磁路 (magnetic circuit) 中，Bn 场相同，H
场可能不同。

5有时候假设 µr,铁磁媒质 → ∞。 24 / 101
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图: 图例取自 R. Morrison, The fields of electronics, John Wiley &
Sons. 检查右图 H 场强是否正确。⇒ Hiron ≈ 0.091 A/m,
Hgap ≈ 90.992 A/m.

例题 10 、 例题 11 。
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磁媒质分界面边界条件 矢量磁位边界条件、 标量磁位边界条件

类似于静电场问题，边值问题涉及两种情况：

磁媒质分界面上的边界条件

求解泊松方程或拉普拉斯方程场域的边界条件

定理 : 磁媒质分界面上“磁”的边界条件

就任何二种磁媒质之分界面 (无论铁/顺/逆磁)，无论
在分界面上是否有自由面电流，恒有

1. n̂1→2 × (H2 − H1) = Kf [H 的切向连续性]
2. n̂1→2 · (B2 − B1) = 0 [B 的法向连续性]
3. A1t = A2t [矢量磁位的连续性，表征 B 为有限
值] (或，A1 = A2，若采库伦规范 ∇ · A = 0)

4. n̂1→2 ×
(

1
µ2
∇× A2 − 1

µ1
∇× A1

)
= Kf [矢量磁

位法向导数的连续性]
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定理 : 磁媒质分界面上“磁”的边界条件 (续)

5. φm1 = φm2 (若 Kf = 0), ∂φm2

∂t − ∂φm1

∂t = Kf (若
Kf ̸= 0) [标量磁位的连续性]

6. µ1 ∂φm1

∂n = µ2
∂φm2

∂n [标量磁位法向导数的连续性]

说明

5. 的部分证明见下页
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关于标量磁位 φm 边界条件
推导，可以参考右图

n̂1→2 × (H2 − H1) = K
⇒ (H2 − H1) = K × n̂1→2

⇒ (H2 − H1) · t̂ = (K × n̂1→2) · t̂
(A×B)·C=A·(B×C)⇒ H2t − H1t = K ·

(
n̂1→2 × t̂

)
= −K

⇒
(
−∂φm2

∂t

)
−
(
−∂φm1

∂t

)
= −K
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对于平面平行场 A = Aez，A 的边界条件可以简化为

A1 = A2 与
1

µ1

∂A1

∂n − 1

µ2

∂A2

∂n = Kf

性质 : 磁媒质折射定律

关于二种磁媒质，磁导率分布为 µ1, µ2，若磁场在此
二种物质分界面之法向夹角为 α1, α2，当分界面上无
自由面电流时，则恒有

tanα1

tanα2
=
µ1
µ2

对于磁媒质 1 为铁磁 (µ1 → ∞)，则有 H1 → 0 且磁
媒质 2 的 B2 近似垂直于分界面 (α2 → 0)。
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矢量磁位 A
以上讨论所涉及的是“场”(B,H) 的概念，有时为了简化分
析，会引入“位”函数。本节将介绍矢量磁位 (vector
potential)A，下节介绍标量磁位 (scalar potential)φm。后面
会发现，对于某些特定情况，计算 A 或 φm 比计算 B 来
得容易。

由于 ∇ · B = 0，恒有 B = ∇× A，其中 A 称为磁场的矢
量磁位。[Neumann, 1845]
静电场中，给定 E，通过 E = −∇φ 可以决定 φ 的形式
(除一待定常数外)。然而，给定 B，通过 B = ∇× A 还无
法决定 A 的形式，因为 Â = A +∇f 也满足
∇× Â = ∇× A = B。
问题: 如何使 A 的形式被唯一确定? 根据 Helmholtz 定理
(对 A)，在规定 A 的散度后，A 的形式即可唯一确定。此
处我们要求6∇ · A = 0 [称库仑规范 (Coulomb gauge)]。与
电位类似，磁位本身的绝对数值没有意义，因此需要指明
零位参考点，一般选择无限远处 A = 0。

6不是唯一选择。 31 / 101
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性质 : 矢量磁位的显形式

自由空间中存在恒定电流，按恒定磁场基本方程 (∇ ·
B = 0 与 ∇× B = µ0J)，应用 Helmholtz 定理，有

A(r) = µ0
4π

×



˚
V

J(r′)dV ′

R(r, r′)¨
A

K(r′)dS ′

R(r, r′)˛
C

I(r′)dℓ′
R(r, r′)

说明

以上假设 A(∞) = 0。另外，以上形式对时变场也
成立，但 J,K 与 I 需要包含时间 (推迟) 关系。

注意以上积分对电流源操作。r 的依存关系在 R 中。
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性质 : 矢量磁位特性

dA 与 Idℓ′、J(r′)、K(r′) 同向
A 适用于叠加原理
磁场 B 在不封闭曲面 S 上的磁通量可用 A 表
示，有

Φ =

¨
A

B · dS =

¨
A
∇× A · dS =

˛
C

A · dℓ

所围区域边缘与电流同向时能化简问题。

由 ∇× A = B 与 ∇ · A = 0，有

∇2A = −µJ [矢量磁位的泊松方程]

例题 1-1 、 例题 1-2 、 例题 7: 磁偶极子 、 例题 11(续) 、 例题 16
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根据 A 的表达式，对恒定电流而言，代入 ∇ · J = 0，得 ♠

∇ · A = 0

为库伦规范 (Coulomb gauge)。

对一般形式 (包含恒定电流与时变电磁场)，代入连续关系
∇ · J + ∂ρ/∂t = 0，得 ♠

∇ · A = −µϵ∂φ
∂t .

上式称为洛伦兹规范 (Lorenz gauge)。

A 的分界面边界条件已经总结在前节定理中。 A 边界条件
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Lorentz or Lorenz
值得一提，此处洛伦兹 (Ludvig V. Lorenz, 丹麦物理学家)
非彼处洛伦兹 (Hendrik A. Lorentz, 荷兰物理学家)。关于
规范变换的原始论文，是 1867 年由 L.V. Lorenz 发表，题
为 On the identity of the vibrations of light with electrical
currents，内容探讨了推迟势、波方程与上述的洛伦兹规范。
如今许多文献、教科书误写为 Lorentz gauge，部分原因起
于一篇探讨 Lorenz 与 Lorentz 文章的错误: J. Van Bladel,
Lorenz or Lorentz, IEEE Antennas md Propagation
Magazine, 33, 2, April 1991, p.69。
另一个可能的原因或许是，在 1880 年，两位物理学家
Lorenz (1829-1891) 与 Lorentz (1853-1928) 分别在同一期
刊、同一时间段发表了类似议题的论文。并且在那之后，
Lorentz 持续保持高产的电磁理论的论文发表，如后来人们
熟知的 Lorentz force law, Lorentz contraction, Lorentz
invariance, Lorentz transformation 等。而 Lorenz 的规范变
换则是一直到他死后才被人们意识到其重要性。
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Lorentz or Lorenz

值得一提的是，在 H.A. Lorentz 的一篇早期的探讨材料折
射的论文中确实提到了 Lorenz 的工作。但是，随后在
Lorentz 的经典论文7及其后来发表的著作 The Theory of
Electrons 中，便未再提及 L.V. Lorenz 的论文。
从现在角度看，或许 H.A. Lorentz 应该意识到这个问题，
但当时并没有。一直到 1963 年，Mogens Pihl 在哥本哈根
大学举办的电磁理论与天线的会议 (Symposium on
Electromagnetic Theory and Antennas) 上才正名了这个工
作是由 Ludvig V. Lorenz 首次提出。

7H. A. Lorentz, La théory électromagnétique de Maxwell et son application aux corps mouvants,
Arch. Neerl. Sci. Exactes Nut., 25, 1892, pp, 363-552 (p. 497)
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标量磁位 φm (磁标位)
工程实际中，时常遇到的一种情况是在被分析区域有
J = 0。则有 ∇× H = 0。该情况类似静电场，可引入标量
磁位函数 φm 以简化分析 (H = −∇φm)，建立标量磁位的
拉普拉斯方程 ∇2φm = 0 。 例题 12

注意，φm 的 SI 单位: Amp。另外，以上标量拉普拉斯方
程形式假设磁媒质为各向同性、线性、均匀。

定义磁场中两点间的标量磁位差为磁压，有

Um,AB = φmA − φmB =

ˆ B

A
−dφm =

ˆ B

A
H · dℓ

φm 的分界面边界条件已经总结在前节定理中。 φm 边界条件

由 φm 及其分界面特性可知，对铁磁媒质而言，等标量磁
位面即为物质表面，形同静电场中的金属导体面为等电位
面。
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标量磁位 φm 的多值性

注意到，使用 φm 计算磁场时，要确保积分路径不能穿过
电流回路所限定的面，即，不能穿过“磁障碍面8”。

引入磁障碍面可以消除 φm 的多值性，其实正是复变分析
里的分支切割 (branch cut) 的概念。

8图例取自叶齐政教授上课 ppt。
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场域的边界条件

定义 : 常用的场域边界条件

1. 已知边界 Γ 上各点矢量磁位或标量磁位值，则有

A(r)|Γ 或 φm(r)|Γ = f1(Γ)[第一类 (Dirichlet) 边界条件]

2. 已知 Γ 上各点矢量磁位或标量磁位法向导数值，
则有

∂A(r)
∂n

∣∣∣∣
Γ

或
∂φm(r)
∂n

∣∣∣∣
Γ

= f2(Γ)[第二类 (Neumann) 边界条件]

或给定沿相应方向的 B，利用 ∇× A = B 列写
在 Γ 上相应的 ∂A/∂n; 或利用 B = −µ∇φm 列
写在 Γ 上相应的 ∂φm/∂n。

⋆ 教科书例 5.3.3。
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5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

镜像法 §5.4
求解静磁场问题可以分为三类:
电流分布产生 ⇒ 利用安培或毕奥-沙伐定律求解
磁媒质分布产生 ⇒ 利用泊松方程或拉普拉斯方程、
列写边界条件并求解

电流与磁媒质混合分布产生 ⇒ 若问题具有对称性9，
利用镜像电流法 (method of image currents)

镜像法的理论依据: 拉普拉斯方程的解 唯一性定理 10。

说明

用虚设的电流分布等效替代磁媒质分界面上复杂感应
电流分布，虚设电流的个数、大小与位置使场的解答
满足唯一性定理。

9碰运气。
10满足前述的边界条件的泊松方程或拉普拉斯方程的解是唯一的。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

线电流 & 无限大平面 (同侧场域)
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

线电流 & 无限大平面 (异侧场域)

请自行验证上式的 I′′ 与上页的 I′ 能满足分界面边界条件
B1n = B2n 与 H1t = H2t。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

线电流 & 无限大平面
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

考虑三个特殊情况
1. 媒质 1 为空气 (µ1 = µ0)，媒质 2 为铁磁媒质

(µ2 ≫ 1)，长直载流导线置于空气中，则有

I′ ≈ I, I′′ ≈ 2

µr
I ≈ 0

2. 媒质 1 为铁磁媒质 (µ1 ≫ 1)，媒质 2 为空气
(µ2 = µ0)，长直载流导线置于铁磁媒质中，则有

I′ ≈ −I, I′′ ≈ 2I

3. 考虑媒质 1 为空气 (µ1 = µ0)，媒质 2 为铁磁媒质
(µ2 ≫ 1)，载流回路置于空气中，其镜像电流形成的
回路可以得到
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

电流回路镜像11

12图例修改自 P. Hammond, Electric and magnetic images, IEE 379, 306-313 (1960)
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

电流回路镜像12

13图例修改自 P. Hammond, Electric and magnetic images, IEE 379, 306-313 (1960) 46 / 101



恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

电感 (inductance)
电感是自感与互感的统称，SI 单位: H = Wb/Amp。
定义 : 自感、互感

关联磁通量 (单匝, flux)Φ或磁链 (N匝, flux linkage)Ψ =
NΦ 与电流 I 的比例系数称为电感。
线圈的自感 (self inductance) 系数定义为

L =
Ψ

I [恒正]

若存在两个线圈 1,2，分别载有电流 I1, I2，对于各向同
性线性磁媒质，1 在 2 中产生的磁链称为互感磁通链，
定义互感 (mutual inductance) 系数

M21 =
Ψ21

I1
[可正可负]

明显有 M12 = M21。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

定义 : 内自感 Li、外自感 Lo

对具有有限尺寸的非细载流导线，内自感定义为磁通
量仅与部分电流交链对应的电感，外自感定义为磁通
量与全部电流交链对应的电感。通常有 L = Lin+Lout。

性质

线圈自感取决于形状、大小、材料、周遭磁媒质的 µ，
与载流大小无关。

线圈互感取决于形状、大小、材料、周遭磁媒质的 µ
与线圈间相对位置，与载流大小无关。

由于恒有 Ψ11 ≥ Ψ12 与 Ψ22 ≥ Ψ21，故
√

L11L22 ≥
M12。定义耦合系数 k = M12

/√
L11L22，有 0 ≤ k ≤ 1。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

电感的计算

讨论: 以上关于互感的定义其实假设了电流为恒定电流，
或缓变电流。即，忽略了电流形成磁通量 (链) 过程的时间
延迟。

关于电感计算的一般流程，有

I → B → Φ =

¨
A

B · dS → L,M

I → A → Φ =

˛
C

A · dℓ → L,M

或利用磁场能量求电感，下一节将介绍。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

电感的计算

如下图，线性磁化圆柱载流导体 (内部磁化率 µ)，若恒定
电流沿轴向均匀分布，单位长度内自感为 Lin = µ

8π，单位
长度外自感为 Lout =

µ0
2π ln b

a，与截面半径无关。(数学推导
参考 §5.5.3、或例 5.6.1 利用静磁能量)

求平行输电线的电感 例题 13 、双平行输电线互感 例题 14 。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

定理 : 诺埃曼公式 (Neumann formula)

空间中两分离的单连通封闭载流导线 Ck,Cj，有

M =
µ0NkNj

4π

˛
Ck

˛
Cj

dℓk · dℓj
Rkj

空间中 N 匝线圈外自感，有 Lo = µ0N2

4π

¸
C
¸

C
dℓ·dℓ

R .
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

多个电感的组合
集总化符号通常以 表示。

定理 : 电感串联、并联的等效电感

电感间的互感可以忽略的条件下，有

并联 (I 相加、V 相等) ⇒ L−1
tot =

N∑
k=1

L−1
k

串联 (I 相等、V 相加) ⇒ Ltot =
N∑

k=1

Lk
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

静磁能量
已知在真空中，放置电荷 (或建立电场) 需要能量。同样
地，在真空中要建立恒定电流13也需要能量14。

考虑线圈回路，电流 i 从 0 增加至 I 的缓变过程，假设线
圈无变形、移/转动，线圈储存的静磁场能量即电流源建立
该磁场时所做的功。分析需要考虑电磁感应效应。

定理 : 自感与互感电动势

对于空间中具有互感的两个分离单连封闭载流回路 1
与 2，回路 1 上的 (缓) 时变电流 i1(t) 造成磁通 dψ11

与 dψ21 改变，导致在回路 2 产生感应电动势 e2，有

e1 = −dψ11

dt
e2 = −dψ21

dt
13如果不是恒定电流，则能量将与频率有关。
14此处讨论的能量不生成热、辐射，为保守 (可逆) 能量。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

类似于静电场的操作型分析方式 (§5.6.1)，有以下结果

性质

考虑两线圈 1 与 2 如下图，可以证明，i1, i2 从 0 增加
至 I1, I2，外加电源需要做功

Wm =
1

2
L1I21 +

1

2
L2I22︸ ︷︷ ︸

自有能

+MI1I2︸ ︷︷ ︸
互有能

=
1

2
(L1I1 + M21I2) I1 +

1

2
(L2I2 + M12I1) I2

→ 1

2

N∑
k=1

ψkIk [推广至 N 个线圈]
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

磁场能量存在于 B ̸= 0 的空间中。因此，Wm 可以与 B 关
联，而有

性质 : 孤立系统恒定磁场能量

若其建立的 H(r) 与 B(r) 已知，则系统恒定磁场
能量为 (积分遍及场域)

Wm =
1

2

˚
V

B · HdV =

˚
V

wmdV

定义 : 磁场能量密度

定义为 wm = dWm
dV = 1

2B · H

比较两种表达式的区别。比较 §3.6.2。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

磁场力
§5.1 曾介绍过安培力定律，此处我们通过磁场能量引入力
的概念，在一些问题分析较为方便。 例题 15 、 例题 18

定理

若载流导体 A1 ∼ AN 形成孤立恒定电流 (磁场) 系统
(相互磁通量不变)，除导体 Ak 外，其它固定不动，Ak
质心位置 rk 可以移动 (仅有平移没有旋转)，若系统静
磁能为 Wm(r)，则 Ak 所受之力为

F(rk) = −∇Wm(rk)|dψ=0

若载流导体 A1 ∼ AN 形成非孤立恒定电流 (磁场) 系
统 (相互磁通量可变)，但导体各自电流维持不变，其
它同上，则 Ak 所受之力为

F(rk) = ∇Wm(rk)|dI=0

注意此处的力为广义力，方向需要额外判定。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 1-1: 单载流导线的磁场
如右图，一长直导线载有电流 I (沿 +z
为正)，求导线外一点 P 的磁感应强度
B、矢量磁位 A 与标量磁位 φm。
返回 Biot-Savart law

▷ 利用毕奥-沙伐定律，有

BP = µ0I
4π

L1´
−L2

ezdz′×eR
R2 ，其中

R =

√
ρ2 + z′2

ezdz′ × eR = dz′ sin θeϕ = dz′ ρReϕ

代入积分式，利用三角代换，可得

BP =
µ0I
4πρ

(cos θ1 + cos θ2) eϕ
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 1-1: (续)
■ 本题由于导线为有限长度，安培定律不适用。若硬要使
用，需要考虑导线两端积累的电荷的效应，并利用连续方
程 I =

˜
S J · dS = −dq

dt 关联 q 与 I。积累的电荷产生的电
场在以 P 点环绕导线形成的圆平面造成的电通量有

ΦE =

¨

A

E · dS =

2πˆ

0

ρˆ

0

(
E+q

z + E−q
z
)
ρdρdϕ = ...

=
q
ϵ0

[
1− cos θ1

2
− cos θ2

2

]
其中，

E+q
z +E−q

z =
q

4πϵ0


L
2 + z[(L

2 + z
)2

+ ρ2
]3/2 +

L
2 − z[(L

2 − z
)2

+ ρ2
]3/2


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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 1-1: (续)
对时间求导，有

∂ΦE
∂t =

∂ΦE
∂q

dq
dt = − I

ϵ0

[
1− cos θ1

2
− cos θ2

2

]
应用全电流定律 (Ch 7 会介绍)，可以得到上页的结果
˛

C

B · dℓ = Bϕ(2πρ) = µ0I+µ0ϵ0
∂ΦE
∂t = µ0I

[
cos θ1
2

+
cos θ2
2

]
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 1-1: (续) 返回

关于矢量磁位，利用定义

A(r) = ez
µ0I
4π

ˆ L

−L

dz′√
ρ2 + z′2

= ez
µ0I
4π

ln

√
1 + ρ2

L2 + 1√
1 + ρ2

L2 − 1

对于有限长度但 L ≫ ρ，利用
√
1 + x2 ≈ 1 + x2

2，有

A(r) ≈ ez
µ0I
2π

ln 2L
ρ

若要避免发散，需要选择一个不在 ∞ 处作为参考零位，假设在
距离导线 ρ0 处，则

A(r) = ez
µ0I
2π

ln ρ0
ρ

对于无限长导线，试分别从 B 与 A 证实 B = µ0I
2πρeϕ。对于 A 与

φm，需要重新定义一个参考零位点以避免发散。 例题 12

⋆ 重新考虑此问题，但有有限的导线截面半径 a (例 5.2.4)。
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恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 1-2: 双平行载流导线的磁场 返回

如右图15，两根无限长平行长
直输电线，求空间任一点的
矢量磁位 A。

利用前题结果 A(r) = ez
µ0I
2π ln ρ0

ρ，结合叠加原理，有

A = AL + AR = ez
µ0I
2π

(
− ln ρ0r2

+ ln ρ0r1

)
= ez

µ0I
2π

ln r2
r1

15图例取自叶齐政教授上课 ppt。
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例题 2: 无限大薄平板附近的磁场 返回

如右图，无限大薄平板上有均
匀面电流密度 K，求空间任一
点的磁场强度 B。

▷ 沿图中一封闭曲线对 B 积
分，利用

¸
B · dℓ = µ0Ienc，有

ˆ
A

B · dℓ+
�����*

0ˆ
B

B · dℓ+
ˆ

C
B · dℓ+

�����*
0ˆ

D
B · dℓ = µ0KdℓA

⇒
ˆ

A
B · dℓ+

ˆ
C

B · dℓ dℓA=dℓC= 2BdℓA = µ0KdℓA

⇒ B =
µ0K
2

{
(−ex) , y > 0

(+ex) , y < 0

试比较无限大带电平板附近的电场 (例 3.1.2) 与两平行无限大
带电平板与载流平板的相似性。
⋆ 求空间任一点的矢量磁位 A。
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例题 3: 载流封闭回路 返回

如右图，载流导线 I 形成封
闭回路，半径为 a，计算 P
点磁场。

利用叠加原理，分别计算三段载流导线对 P 的磁场。

B1 =
µ0I
4π

ˆ π
2

0

dℓ(ϕ)× eR
a2 + d2

其中，eR = 1√
a2+d2

(−a cosϕex − a sinϕey + dez) 与
dℓ(ϕ) = adϕeϕ = (− sinϕex + cosϕey) adϕ。
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例题 3 (续)
积分可以通过三角代换得到，有

B1 =
µ0I
4π

a
(a2 + d2)3/2

[
exd
ˆ π

2

0
cosϕdϕ+ eyd

ˆ π
2

0
sinϕdϕ+ eza

ˆ π
2

0
dϕ
]

=
µ0I
4π

a
(
dex + dey +

πa
2 ez
)

(a2 + d2)3/2

B2 = −µ0I
4π

a
d
√

a2 + d2
ex

B3 = −µ0I
4π

a
d
√

a2 + d2
ey

因此，P 点磁场可以写成 BP = B1 + B2 + B3。

⋆ 利用本题的部分结果，计算半径 a 形成的圆形导线在 P
点的磁场，有 BP = µ0I

2
a2

(a2+d2)3/2
ez。
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例题 4: 亥姆霍兹线圈 (Helmholtz coil) 返回

两个半径 R 的圆形线圈，圆心沿着 z
轴，相距 2d，电流 I 同向，计算沿 z
轴上的磁场，并找出磁场最大的位置。

▷ 利用叠加原理 B = BL
z + BR

z，按上题
结果，左右两线圈对 z 轴上任一点

B(z) = ez



µ0I
2

R2[
(z − d)2 + R2

]3/2 +
µ0I
2

R2[
(z + d)2 + R2

]3/2 , z ≥ d

µ0I
2

R2[
(d − z)2 + R2

]3/2 +
µ0I
2

R2[
(z + d)2 + R2

]3/2 , 0 ≤ z < d

可以发现，在 z = 0 处，有 dB
dz = 0。此外，对于 d = R/2，有

dB/dz|z=0 = d2B
/

dz2
∣∣
z=0

= d3B
/

dz3
∣∣
z=0

= 0，显示亥姆霍兹线
圈能提供在原点 z = 0 附近非常均匀的磁场。 05-Ex-04
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例题 5: 长直同轴电缆
长直同轴导线，如右图，缆芯
磁导率 µ，介质区域磁导率
µ0，求各区域的磁场及长直同
轴电缆的 (单位长度) 自感。

B(0 < ρ < R1) =
µI

2πR2
1

ρeϕ

B(R1 < ρ < R2) =
µ0I
2πρ

eϕ

B(R2 < ρ < R3) =
µI
2πρ

(
1− ρ2 − R2

2

R2
3 − R2

2

)
eϕ

B(ρ > R3) = 0

单位长度自感有

L = Lo + Lin
int + Lout

int

=
µ0
2π

ln R2

R1
+

µ

8π
+

µ

2π

(
R2
3

R2
3 − R2

2

)2

ln R3

R2
− µ

2π

(
R2
3

R2
3 − R2

2

)
+

µ

8π

(
R2
3 + R2

2

R2
3 − R2

2

)
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例题 6: cos θ 磁铁 (cosine-theta magnet) 返回

如右图，二平行且半径皆为 R 的长
圆柱载流导体，有均匀、反向电流密
度 J，求重叠区域的磁场。
▷ 利用叠加原理，左侧圆柱在重叠区
域内一点 Q 产生的磁场为

BL
Q =

µ0Ienc
2πr1

ez × er1
Ienc=πr21J

=
µ0
2

J× r1

类似地，右侧圆柱产生的磁场
BR

Q = −µ0
2 J × r2。合成磁场有

BQ = BL
Q + BR

Q

=
µ0
2

J × (r1 − r2) = µ0J × rP
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例题 6: (续)
以上可以看到，在重叠区域具有均匀磁场 (又称二极场)。
基于此种想法而设计的磁铁被称为 cos θ 磁铁，被广泛应
用在高能粒子加速器中，用来使带电粒子束转弯。

⋆⋆ 同样分析 cos θ 磁铁，但考虑镜像电流的影响。
⋆⋆ 除了 cos θ 磁铁外，还有 cos 2θ 磁铁，如下图16，试计
算区域内磁场 (又称四极场)。

16图例取自 K. Sugita et al., Superconducting Septa and Fast Ramped cosθ Magnets.
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粒子加速器 ⇒ 结合电气、机械、物理与材料
专业的跨学科工程
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粒子加速器应用 ⇒ 面向科学研究与工业应用
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粒子加速器组成部件的原理 ⇒ 电磁场理论

图: (a) 直线加速器 (linac); (b) 环形加速器 (circular accelerator,
synchrotron); (c) RF 谐振腔 (cavity/resonator); (d) 二极铁
(dipole); (e) 四极铁 (quadrupole); (f) 六极铁 (sextupole); (g) 八
极铁 (octupole)。图例取自 Fermilab Concepts Rookie Book,
https://operations.fnal.gov/rookie_books/rbooks.html 05-Ex-06
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例题 7: 磁偶极子 (magnetic dipole, 例 5.2.3)
返回

右图为磁偶极子模型，假设半径 a，
载流 I，定义磁偶极子矩 m = Iπa2，
求远处的矢量磁位与磁场强度。

以下以带 ′ 的量表示源，不带 ′ 的量的表示观察坐标。从
图中可知有几何关系 cosψ = er · er′ = sin θ sinϕ′ 与

dℓ′ = −a sinϕ′dϕ′ex + a cosϕ′dϕ′ey

R =
∣∣r − r′

∣∣ =√a2 + r2 − 2ra cosψ

代入 A 的积分表示式，有

A(r) = µ0
4π

˛ Idℓ′
R ≈ eϕ

µ0Iπa2
4π

sin θ
r2 =

µ0
4πr3m × r
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例题 7: (续)
根据定义，有

B(r) = ∇× A =
µ0Iπa2
4π

(
1

r sin θ
∂

∂θ
sin θer −

1

r
∂

∂θ
reθ
)

sin θ
r2

=
µ0Iπa2
4π

(
2 cos θ

r3 er +
sin θ
r3 eθ

)
关于 A 的推导细节，参考教科书例 5.2.3。

⋆⋆ 尝试不通过近似，写出磁偶极子远场的精确解。
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例题 8: 霍尔效应 (Hall effect)
如下图17，将载流截面导体置于磁场中，如果导体中仅有一种荷
电粒子，则导体在垂直于磁场的方向上将会出现电位差。

平衡时，有

QE = QvB ⇒ QVh
d = Q J

NQB ⇒ Vh =
JBd
NQ =

IB
NQw ≡ IhBRh

w

其中，定义霍尔系数为 Rh = 1
NQ，为材料参数，SI 单位:

Ωm/Tesla。另外还有霍尔电阻 Rh ≡ Vh
Ih
、霍尔电导 Gh ≡ Ih

Vh
等。

17图例修改自
http://www.nde-ed.org/EducationResources/CommunityCollege/MagParticle/Physics/Measuring.htm
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量子霍尔效应 (Quantum Hall effect)♠
上图所示为经典霍尔效应，有如下左图 Rh 与 B 的关系18，其中，
导体中的传导电子运动视为三维电子气体。当载流截面厚度非常
薄 (w ≈ 10 ∼ 100 nm) 以至于电子运动被局限在二维平面上，在
极低温环境 (≈ 1 K) 下，电子运动不受晶格振动影响，并有外加
强磁场 (≈ 20 T) 时，则电子受磁力作圆周运动，形成一封闭路
径。电子物质波形成驻波，形成稳定的量子状态，由量子化条件
可知，电子在磁场中的能量不再连续。在此特殊的系统参数下，
Rh 与 B 不再是完美线性关系，而为阶梯状，有 Rh

B ∝ h
e2

1
n (h 为

普朗克常数)。若 n 为整数，则称整数量子霍尔效应 (IQHE, 1985,
von Klitzing)，n 为分数，称分数量子霍尔效应 (FQHE, 1998,
Laughlin, Stormer, Tsui)。

⋆⋆ 当处于阶梯平台时，纵向电阻 ρxx 降为 0，理由为何? (提示:
超流体)

18https://www.azonano.com/article.aspx?ArticleID=5173 77 / 101
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例题 9: 磁性材料的等效模型 返回

假设一磁性材料内，平均每个原子
的磁偶极矩 m = 10−25 Am2，与材
料表面夹角为 45◦。材料内的原子
密度为 1027 m−3。求此材料的等效
模型。

M = Nm = 1027 × 10−25 = 100 A/m
Jm = ∇× M = 0

Km = M × n̂ = 100× sin π
4
=

100√
2

A/m
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例题 10: 磁化圆柱体的磁特性 返回

半径 R，长度 L的圆柱磁铁，取圆柱轴为
z 轴，中心为原点。讨论其磁特性，考虑
以下三种媒质磁化强度 (k > 0 为常数)

1. M = kez

2. M = kρeϕ
3. M = k

ρeϕ (例 5.1.2)

对于1.，有以下结果
Jm = ∇× M = 0
Ktop

m = M × ez = 0
Kbottom

m = M × (−ez) = 0
Kside

m = M × eρ = k eϕ
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例题 10: (续)
圆柱内部与外部沿 z 轴的磁感应强度可以求得

dB = ez
µ0dI
2

R2[
(z − z′)2 + R2

]3/2 , dI = Kmdz′ = kdz′

B =

ˆ z′=+L/2

z′=−L/2
dB(z′) = ez

kµ0
2

 L − 2z√
(L − 2z)2 + 4R2

+
L + 2z√

(L + 2z)2 + 4R2


沿 z 轴的磁场强度则有

H =

{
1
µ0

B − M, 圆柱内
1
µ0

B, 圆柱外
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例题 10: (续)
圆柱内沿 z 轴 −L/2 < z < L/2

H = ez
k
2

 L − 2z√
(L − 2z)2 + 4R2

+
L + 2z√

(L + 2z)2 + 4R2

− 2

 ∝ −ez

但 B ∝ ez。并且，M = χmH (χm < 0)。

按类似方式，对于2. M = kρeϕ，有以下结果

Jm = 2kez,Ktop
m = kρeρ,Kbottom

m = −kρeρ,Koutside
m = −kRez

对于3. M = k
ρeϕ，有

Jm = 0,Ktop
m =

k
ρ

eρ,Kbottom
m = − k

ρ
eρ,Koutside

m = − k
Rez
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例题 11: 无限长载流圆柱体的磁特性 返回

半径 R，长度 L ≫ R，磁化率 χm，载流 I
的圆柱磁铁，取圆柱轴为 z 轴，中心为原
点。讨论圆柱内外的磁场 B,H、矢量磁位
A 与等效磁化电流 Jm,Km。

由安培定律，有

Hϕ2πρ =


I ρ

2

R2
⇒ H =

ρI
2πR2

eϕ,B = µ0(1 + χm)H, 圆柱内

I ⇒ H =
I

2πρ
eϕ,B = µ0H, 圆柱外

利用 M = χmH，分别有圆柱内与侧面

Jm = ∇× M =
χmI
πR2

ez, Km = M × eρ = −χmI
2πRez

注意，总磁化电流 ⇒ Im =
¸

C Kmdℓ+
˜

A Jmρdρdϕ = 0。
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例题 11: (续, 例 5.2.4) 返回

求矢量磁位，我们解圆柱坐标下 A 的泊松方程 ∇2A = −µJf ，

其中，Jf =
I
πa2 ez = Jzez。{

∇2Az,in = −µJz

∇2Az,out = 0
⇒

{
Az,in = −µJz

4 ρ
2 + C1 ln ρ+ C2

Az,out = C3 ln ρ+ C4

边界条件有
Az,in|ρ=a = Az,out|ρ=a = 0

1
µ
∂Az,in
∂ρ

∣∣∣
ρ=a

= 1
µ0

∂Az,out
∂ρ

∣∣∣
ρ=a

Bϕ(ρ = 0) = − ∂Az,in
∂ρ

∣∣∣
ρ=0

= 0

⇒


C1 = 0

C2 =
µ
4Jza2

C3 = −µ0
2 Jza2

C4 =
µ0
2 Jza2 ln aAin = µI

4π

(
1− ρ2

a2

)
ez

Aout =
µ0I
2π ln a

ρez
,

{
Bin = µIρ

2πa2 eϕ
Bout =

µ0I
2πρeϕ

⋆ 重新分析此题，但假设载流圆柱为有限长度。
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例题 12: 无限长直导线的标量磁位 返回

考虑右图载流 I 的
无限长直导线，求
解标量磁位。

适当选取磁障碍面，如图中灰色区域平面。对于单导线，有

φmP =

ˆ A

P
H · dℓ =

ˆ 0

ϕ

I
2πρ

eϕ · ρdϕeϕ = − I
2π
ϕ

对于平行双导线，有

φmP = φm1 + φm2 = −(−I)
2π

α1 −
(+I)
2π

α2 =
I
2π
α

注意，φm(x = 0, y = 0+) ̸= φm(x = 0, y = 0−)。
利用标量磁位求磁场。 例题 1-1
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例题 13: 平行输电线的自感 返回

考虑右图载流 I 的平行输电
线，导线本身磁导率 µ，半径
a，导线间距 d ≫ a。求平行
输电线的自感、单位长度作用
力与单位长度磁能。

导线间灰色区域的磁场强度有

B = −µ0I
2π

(
1

x +
1

d − x

)
ey

通过输电线间区域的 (单位长度) 磁通量为

Φo =

¨
A

B · dS =

ˆ
⊥

B · dℓ =

ˆ d−a

a

µ0I
2π

(
1

x +
1

d − x

)
dx d≫a

≈ µ0I
π

ln d
a

外自感 Lo = Φo
I = µ0

π ln d
a。加上内自感 (推导见§5.5.3)，则

有 L = Lo + Lin = µ0
π ln d

a + 2 µ
8π。
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例题 13: (续)
本题利用矢量磁位也可以求得 (取如下图之积分路径)

Φo =

˛

C

A · dℓ =
µ0I
2π

(
ln d − a

a − ln a
d − a

)
ℓ

若已知平行输电线的电容，也可以利用 LoC = ϵ0µ 求外自

感，其中，C = πϵ0
/

ln d−a
a (推导见例 3.5.1)。

单位长度磁能为 Wm = 1
2LI2 = µ0

2π

(
ln d

a + µr
4π

)
I2。导线间单位

长度作用力 F = |∇Wm| = dWm
dd = µ0I2

2πd。
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例题 14: 双平行输电线的互感 返回

考虑右图载流 I 的双平行输
电线的互感，导线本身磁导
率 µ0，半径 a，导线间距如
图所示19。

仿照上题，可以求得双平行输电线的互感，有

M =
µ0ℓ

2π
ln DadDbc

DbdDac

19图例取自叶齐政教授上课 ppt。
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利用例题 1-1 的结果，对于长直载流导线，有

A(ρ) =
µ0
2π

(Iez) ln ρ0
ρ

上排平行输电线对下排平行输电线间区域的磁通

Φ =

˛
A · dℓ =

2ˆ

1

A1→2 · dℓ+
4ˆ

3

A3→4 · dℓ

其中，

A1→2 =
µ0
2π

(−Iez) ln ρ0
Dad

+
µ0
2π

(+Iez) ln ρ0
Dbd

=
µ0
2π

(+Iez) ln Dad
Dbd

A3→4 =
µ0
2π

(−Iez) ln ρ0
Dac

+
µ0
2π

(+Iez) ln ρ0
Dbc

=
µ0
2π

(+Iez) ln Dac
Dbc

因此，

Φ =
µ0Iℓ
2π

[
ln Dad

Dbd
− ln Dac

Dbc

]
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例题 15-1: 长直载流与圆形线圈 (例 5.6.2)
返回

长直载流导线通有电流 I1，
圆形线圈载流 I2，与长直载
流导线共面。求互感、磁场
能量与两者间受力。

长直载流导线通过圆形区域的磁通有

Φ =
µ0I1
2π

2πˆ

0

aˆ

0

ρdρdϕ
d + ρ cosϕ = µ0I1

(
d −

√
d2 − a2

)

互感为 M = µ0

(
d −

√
d2 − a2

)
。电流回路的磁场储能为

Wm = 1
2L1I21 + 1

2L2I22 + MI1I2。
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对 ϕ 积分可通过复变函数积分求得。令 z = eiϕ，则有
dz = ieiϕdϕ = izdϕ 或 dϕ = dz

iz。待求积分可变换如下：ˆ 2π

0

dϕ
d + ρ cosϕ =

˛
|z|=1

dz[
d + ρ

( z+z∗
2

)]
iz

=
1

i

˛
|z|=1

dz
ρ
2z2 + zd + ρ

2

=
2

iρ

˛
|z|=1

dz
z2 + 2d

ρz + 1

对 ϕ 积分转变成在单位圆 |z| = 1 上的积分。上式被积函

数分母有两个极点，z2 + 2d
ρz + 1 = 0 ⇒ z = −d±

√
d2−ρ2
ρ ，

其中一个落在单位圆内。利用留数定理，计算被积函数在
单位圆内极点位置的留数，有

2

iρ

˛
|z|=1

dz
z2 + 2d

ρz + 1
=

2

iρ2πi
(

ρ

2
√

d2 − ρ2

)
=

2π√
d2 − ρ2

再对 ρ 积分，有ˆ a

0

2π√
d2 − ρ2

ρdρ = − 2π
√

d2 − ρ2
∣∣∣ρ=a

ρ=0
= 2π

(
d −

√
d2 − a2

)
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例题 15-1: (续)
作用力可以由磁场能量获得，有

F = |∇Wm| = ∂Wm
∂d = I1I2

∂M
∂d = µ0I1I2

(
1− d√

d2 − a2

)
本题还可以由安培力定律分析，载流导线对线圈的场为

B = − µ0I1
2π(d + a cosϕ)ez

线圈上的微元有 dℓ = adϕ (− sinϕex + cosϕey)。

⋆ 利用安培力定律 F = I2
¸

dℓ× B 也可以求解。
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例题 15-2: 长直载流与方形线圈、三角形线圈

长直载流导线通有电流 I1，
考虑方形线圈载流 I2(如右
图) 及三角形线圈 (如下图)，
与长直载流导线共面。求互
感、磁场能量与两者间受力。
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例题 16: 螺线管 (solenoid) 返回

有限长螺线管，半径 R(截面积
A = πR2)，单位长度圈数密度
n = N/L，载流 I，内部磁导率
µ，计算轴上任一点 B,A。
▷ 利用叠加原理，

B(z) = ez
µnI
2


ˆ z

0

R2[
R2 + (z′ − z)2

]3/2dz′ +
ˆ L

z

R2[
R2 + (z′ − z)2

]3/2dz′


= ez

µnI
2

[cosα(z) + cosβ(z)]

当 L → ∞，B = ezµnI，无限长情况与螺线管截面形状无关。
上式对螺线管轴上内外适用。矢量磁位由对称性知，
A(ρ, ϕ, z) = Aϕ(ρ)eϕ。可以通过以下方式求得

˛
C

A · dℓ =

¨
A

B · dS =

{
µ0nIπρ2, ρ < R
µ0nIπR2, ρ > R

⇒ Aϕ(ρ) =


µ0nIπρ

2
, ρ < R

µ0nIπR2

2ρ
, ρ > R
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柱状面电流形成的单匝螺线管
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真实螺线管的磁力线
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例题 16: (续)

若管内铁磁性物质部分拉出，
计算其受力。

当螺线管内部部分为铁磁性物质，部分真空时，系统静磁
场能量为

Wm =
1

2

˚

V

B · HdV =
1

2µ0
(µ0nI)2A(L−z)+ 1

2µ
(µnI)2Az

受力可按本章介绍的虚功原理求得，有

F = ∇Wm = ez
∂Wm
∂z = ez

µ0
2

n2I2A(µr − 1)
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例题 17-1: 方截面螺线环 (toroid)

如右图方截面螺线环，共 N
匝，磁导率 µ，求电感。

取沿虚线半径为 ρ 的封闭路径 C。由安培定律，有˛
C

B · dℓ = µNI ⇒ B(ρ) =
µNI
2πρ

eϕ

可以求得磁通

Φ = N
¨

A
B · dS = N

ˆ b

0

ˆ R+
a
2

R−a
2

µNI
2πρ

ρdρdz = µN2I
2π

b ln
R + a

2

R − a
2

有电感 L = Φ
I = µN2

2π b ln R+
a
2

R−a
2
。本题还可以接着求解静磁

场能量等。
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⋆ 例题 17-2: 圆截面螺线环 (torus)

如右图圆截面螺线环，共 N
匝，磁导率 µ，求电感。

˛
C

B · dℓ = µNI ⇒ B(ρ) =
µNI

2π(R − ρ cosϕ)eϕ

Φ = N
¨

A
B · dS = N

ˆ 2π

0

ˆ a

0

µNI
2π(R − ρ cosϕ)ρdρdϕ

= µNIR
(
1−

√
1− a2

R2

)
以上形态的螺线环又称罗柯夫斯基线圈 (Rogowski coil)，
用于电流测量，尤其是高频、大电流测量。

99 / 101



恒定磁场

5.0 磁力的本质

5.1 恒定磁场基本
方程

分界面上的边界条
件

5.2 矢量磁位势

5.3 标量磁位势

场域的边界条件

5.4 静磁场镜像法

5.5 电感

5.6 磁场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 18: 电磁开关

如右图的电磁开关，考虑衔
铁受力。(图 5-6-4) 返回

在电磁铁内，有 BFe = µFeHFe。由于 µFe → ∞,HFe → 0。
分界面 Bn 连续。利用安培定律，有˛

H · dℓ ≈ NI ⇒ Hair ≈
NI
h

气隙间磁场能量

Wm =
1

2
B · HSh =

µ0
2

H2
airSh =

µ0SN2I2
2h

衔铁受力有 F = |∇Wm| = ∂Wm
∂h
∣∣
I=常量 = −µ0SI2

2h2 。
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5.5(1), 5.9
5.12, 5.14
5.21, 5.24
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