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写在开始前...

上一章讨论了在真空与物质中的静电场，其中电荷源并无
相对运动。本章将讨论电荷移动形成电流时的电场，称恒
定电场，又称电流场。1820 年丹麦物理学家 Oersted 的发
现：载流导线可以产生磁场。可以预见，当电荷移动时，
完整的分析必须同时考虑电场和磁场，又称时变电磁场，
其分析相对复杂地多。

逻辑体系上，从静电荷过渡到移动电荷的过程，存在一个
实用并能简化的理论体系，即考虑电荷移动形成的电流随
时间缓变的情况，此类电流称为恒定电流或稳态电流
(steady current)。在此情况下，产生的电场与磁场可以各
自独立研究。本章先考虑电场，磁场效应将在下一章探讨。
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写在开始前...

对于常见的导电媒质 (如各种金属、电解液)，应用恒定电
流模型获得的结论都成立，所以讨论恒定电流场具有一定
的实用价值。这里讨论恒定电流模型忽略霍尔效应 (Hall
effect)。

以下我们约定 电介质载电荷，导电媒质载电流 ，且其中
一种媒质环境出现时，暂时不考虑另一种。
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电流及电流密度
在电路理论中，电荷定向运动形成电流，是一个集总 (宏
观) 的概念。电流密度矢量函数是作为“比较”微观的一种
描述运动中电荷的方式。

基本形式 体分布 面分布 线分布

电荷元 dq ρdV σdS τdℓ
总电荷 q q =

˝
V ρdV q =

˜
A σdS q =

´
C τdℓ

电流元 vdq JdV KdS Idℓ
总电流 I I =

˜
A J · dS I =

´
C K · endℓ I
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电荷守恒定律
一个基本的物理定律。空间中任意孤立区域，电荷的净数
量必须为常数。

定律 : 连续性方程 (continuity equation)

对于空间任意封闭曲面 S，电流密度 J(r) 与电荷密度
ρ(r) 满足连续性方程

ˆ̂
⃝
A

J · dS = − ∂

∂t

˚

V

ρdV 或 ∇ · J = −∂ρ

∂t

以上结果对时变情况 J(r, t)与 ρ(r, t)同样成立。

定理

恒定电流 ⇔
‚
A

J(r) · dS = 0 或 ∇ · J(r) = 0, ∀r
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电荷守恒定律

由上述结论，有电路理论中的重要结果:

定律 : 基尔霍夫电流定律 (Kirchhoff Current Law)

当闭合曲面缩为电路的一个节点，有 ΣI = 0。
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欧姆定律3

与电介质的极化特性2类似，媒质的导电性能也表现出均匀
非均匀、线性非线性、各向同性或异性等。对大多数导电
媒质而言，流经内部的 J 与 E 能写出以下关系：

定义 : 欧姆介质

导电媒质若满足欧姆定律 J = γE 之关系，该物质称
为欧姆介质。其中，γ (或更多时候写做 σ) 称为物质
的电导率 (conductivity)，SI制单位: S/m。有时也用电
阻率 ρ = γ−1 (SI 单位: Ω-m) 表示。欧姆定律的宏观
表示式为 U = RI。电阻计算公式: R = U

I =
´

C E·dℓ˜
A J·dS。

注意，此处的 J 为传导电流 (Jc)，不是自由电荷形成的电流
(Jf)。书中表 4-1-2 列出几种常见材料的电导率。Jc 满足焦耳定
律，有焦耳热效应。Jf 无焦耳热效应，受电场而加速，电场能量
转为粒子动能。

2回忆以前学过的关系式 P = ϵ0χeE 或 D = ϵE。
3德国物理学家 Georg Ohm (1789-1854) 于 1826 年提出。
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不同材料的导电特性相
差很大，如金属大都
γ > 107 S/m，玻璃、
橡胶等 γ < 10−12

S/m。确切数值见教科
书表 4-1-2。媒质的电
导率与环境温度有直接
关系。
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恒定电 (流) 场是保守场
上一章我们知道，静电场是保守场，因为满足 ∇× E = 0
条件限制。存在恒定电流情况下，移动的电荷在空间将产
生电场，该电场是否仍满足 ∇× E = 0?
定理

静止电荷与恒定电流产生的电场皆为保守场。

证明

根据安培定律 ∇× B = µ0J 知，若 J 不含时，则
B不含时。再由法拉第定律知，∇×E = −∂B

∂t = 0，
故恒定电 (流) 场为保守场。

定律 : 基尔霍夫电压定律 (Kirchhoff Voltage Law)

任一条恒定电流形成的电流回路，有 ΣU = 0。
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焦耳热效应 (Joule4effect)
定理 : 焦耳定律 (Joule’s law of heating)

传导电流通过导电媒质将产生热能损耗。热功率密度
(单位时间单位体积产生的热能) 可以写为

p = E · J = γE2 =
J2
γ

(微分形式)

积分形式为熟悉的 P =
˝

pdV = UI。

证明

传导电流产生的电场使媒质荷电粒子 (dq = ρdV)运动 (v = dℓ/dt)，
场做功 dA = f · ℓ = Edq · dℓ
⇒ 荷电粒子与媒质中其它原/分子碰撞。当形成 (宏观) 动态平衡
时，荷电粒子动能全部转为原/分子热振动能 dE
⇒ 热功率密度 p = dE

dVdt 即为上式。

4英国物理学家，James Prescott Joule，1818-1889。 10 / 36



恒定电流场

4.1 恒定电流和电
源

4.2 恒定电场基本
方程

分界面上的边界条
件

4.3 静电比拟

4.4 电导与电阻

例题 & 练习

作业

电源与电动势

因此，若要维持电流恒定，必须依赖外加电源补偿能量消
耗。外加电源形式可以是机械、化学、光、热或者其它形
式。这些形式对应的场未必是保守场，为了分析方便，定
义电源的电动势为

定义 : 电动势 (electromotive potential)

局外力 fe 驱动局外场 Ee，局外场做功形成电动势

ε =

ˆ a

b
Ee · dℓ

此处 Ee 可以是非保守场。

恒定电流形成的直流 (DC) 回路，总消耗功率有

P =
´
电源内部

J2

γi
dV +

´
导线

J2

γ1
dV +

´
负载

J2

γ2
dV = εI + I

¸
C E · dℓ = εI 。

还可以写成 P = I2r + I2R ，其中 r 与 R 分别为电源内阻与外部电路总电阻。
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复习: 恒定电场基本方程
以上我们已经知道恒定电场如静电场，满足 ∇× E = 0。
由连续方程式，恒定条件保证 ∇ · J = 0。这两个方程形式
恒定电场的基本方程。

多数导电媒质满足欧姆定律，即 J = γE，注意其中电流为
传导电流而不是运流电流5。另外，导电媒质内的电位函数
一般不满足常见的拉普拉斯方程形式，仅有在媒质是均匀
的时候才满足 ∇2φ = 0。

回忆: 自由空间中的静电场基本方程6、电介质中的静电场
基本方程7

静电场 (自由空间) 静电场 (电介质) 恒定电流场 (导电媒质)
J = 0 J = 0 ρ = 0

∇ · E = ρ/ϵ0 ∇ · D = ρf ∇ · J = 0
∇× E = 0 ∇× E = 0 ∇× E = 0

– D = ϵE J = γE
5若为运流电流，有 J = ρv，涉及 ρ, J 与移动坐标的概念，此处暂不讨论。
6(3-1-20)、(3-1-21)
7(3-3-19) 至 (3-3-21) 12 / 36
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媒质分界面条件
由于在导电媒质内的基本方程与先前稍有不同，以下总结
不同媒质，其分界面要满足的分界面条件:
定理 : 恒定电流经过媒质分界面时的边界条件

由 ∇× E = 0，有 E1t = E2t 或 φ1 = φ2

由 ∇ · J = 0，有 J1n = J2n 或 γ1
∂φ1

∂n = γ2
∂φ2

∂n

如果涉及导电媒质与电介质分界面，分界面上可能积
累自由 (面)电荷。电场描述应通过 D，有 D2n−D1n =
σf 或 ϵ1

∂φ1

∂n − ϵ2
∂φ2

∂n = σf

性质 : 媒质分界面电流线折射定律

若导电媒质为各向同性，无论媒质是否为 (非)线
性或 (不) 均匀，有 tan α1

tan α2
= γ1

γ2
(见图例 4-2-1)
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导电媒质与电介质分界面电场比较8

在静电场中，导体表面为等位面。一般情况在恒定电流形
成的电场中，导体表面不是等位面，导体内也不是等位体。

8图例取自叶齐正上课 ppt。
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作业电路中导线外的电场分布9。电阻两端加电压，把带电粒子
挤压到电阻另一侧。如果电阻为线性，则电压加倍，电流
加倍 (欧姆定律)。注意，有些电场跑到电阻元件的外面，
为传递能量 (在电阻内的就以热形式而消耗)。导线外侧附
近的电场几乎垂直导线表面，一点点平行分量用来推动带
有一点点电阻的导线内的电子。导线本身电阻大约在 mΩ
量级。电路接通10后，电流就开始寻找流动路径11。

9图例取自 R. Morrison, The fields of electronics, John Wiley & Sons.
10人决定。
11自然规律决定。
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导电媒质的恒定电场 vs. 电介质的静电场
静电比拟: 相同的数学方程形式 ⊕ 相同的边界条件形式
唯一性定理⇒ 相同形式的对应物理量。

性质

表 4-3-1: 恒定电场与静电场基本方程、分界面条件与
对应物理量的比较。

性质

考虑导电媒质与电介质为分片均匀，且两者边界几何
形状相同，若满足

ϵ1
ϵ2

=
γ1
γ2

则两种场在分界面处的折射情况完全一致，且相似关
系成立 (图例 4-3-1)。
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计算导电媒质的电阻/电导基本步骤
定义电导 (conductance, G) 为电阻的倒数。电导的引入是
基于静电比拟的结果。计算电阻/电导的基本步骤如下:

1. 给定电流 I ⇒ J ⇒ E ⇒ U ⇒ R,G
2. 给定电压差 U ⇒ E ⇒ J ⇒ I ⇒ R,G
由前面的静电比拟知，电导与电容也具有比拟关系

C = Q/U =

¨
A

D · dS
/ˆ

C
E · dℓ =

¨
A
ϵE · dS

/ˆ
C

E · dℓ

G = I/U =

¨
A

J · dS
/ˆ

C
E · dℓ =

¨
A
γE · dS

/ˆ
C

E · dℓ

考虑导电媒质与电介质两者结构与边界几何形状相同，有

C
G =

ϵ

γ

例题 1 、 例题 2 、 例题 3
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常见元件的电阻

以下列出一些常见元件的电阻:
平行板 (导体板面积 A, 板间距 d, 两板间填充材料的
电导率 γ, 忽略边缘场)⇒ R = d

γA

同心导体球壳 (内径 a, 外径 b, 球壳间填充材料的电
导率 γ)⇒ R = 1

4πγ

(
1
a − 1

b
)

无限长同轴导体圆柱 (内径 a, 外径 b, 圆柱间填充材
料的电导率 γ) ⇒ 单位长度电阻 R = 1

2πγ ln b
a

定理 : 电阻串联、并联的等效电阻

并联 (I 相加、V 相等) ⇒ R−1
tot =

N∑
k=1

R−1
k

串联 (I 相等、V 相加) ⇒ Rtot =
N∑

k=1

Rk
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多导电媒质系统电导
类似于多导体静电系统引入“部分电容”，多导电媒质恒定
电流系统也可以引入“部分电导”。假设媒质空间内，存在

多个电极构成的多电极系统，有
n∑

i=1
Ii = 0。设任意两电极

间电压为 Uij，则导体带电流量可写成 (以 n = 3 为例)

I1 = G10U10 + G12U12 + G13U13

I2 = G21U21 + G20U20 + G23U23

I3 = G31U31 + G32U32 + G30U30

定义 : 自有部分电导、互有部分电导

系数 Gi0 ≥ 0 称自有部分电导 (self conductance)
系数 Gij ≡ qi/Uij|Uik(k ̸=j)=0(j ̸= i, j ̸= 0) 称互有部

分电导 (mutual conductance)
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多导电媒质系统电导

说明

部分电导 Gij 是整个系统共同作用的结果，并不
等于某电极 i 与 j 单独存在时的电导。Gij 与所有
电极几何形状、尺寸、相互位置、数量、空间 γ
有关，与各自带电状况、连接方式无关。

部分电导 Gij 计算图例见图 4-4-3
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接地电阻
工程中将电气设备的某部分和大地 (earth) 连接，称为接
地12(ground)。埋入地中直接与大地接触的金属导体，称为
接地体。连接接地体与电气设备称接地线。接地电阻是电
流由接地线流入接地体，再流入大地，然后经大地流到其
它接地体 (或向远处扩散) 时遭遇的电阻。接地是一种常见
的安全措施，符合规定的接地电阻是保证安全的重要条件。

说明

接地电阻的贡献有三: 接地线与接地体本身的电阻、接
地体与大地的接触电阻 ≪ 两两接地体间的土壤电阻。
故，计算接地电阻通常为计算接地体间的电阻。有时
为了计算方便，假设另一个接地体在无限远处。

一般工程实际中，接地电阻是规定的数值，可以通过设计
合适的接地体，或改变/提高土壤的电导率 (一般 γ ≈ 10−2

S/m) 达到规定的目标。
12接地为一概念，未必一定与大地接触，与大地连接又称 earthed。作为接地面或参考面要求: 1) 零电位，

2) 有足够多的正负电荷自由分布。
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接地电阻: 球状 (§4.4.3)
假设 U∞ = 0，接地球电位与电阻有 (深埋 ⇒ h → ∞)
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接地电阻: 球状
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接地电阻: 各种几何形状的计算公式 ♠
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跨步电压 (step potential) Vs
在接地体附近，电压并不是立刻降为 0。沿地面附近扩散
的电流形成的地面电场，在行人跨步之间会形成电压，称
为跨步电压13。一般规定跨步电压的上限，即临界电压，
为 50∼70 V。跨步电压超过安全值将引起触电危险14。

13https://www.electrical4u.net/electrical/what-is-step-potential-and-touch-potential-and-calculation/
14事实上，危及生命的不是电压，而是电流，∼mA 就可能危及生命安全。人体电阻大约在

50 kΩ ∼ 100 kΩ 间。
26 / 36



恒定电流场

4.1 恒定电流和电
源

4.2 恒定电场基本
方程

分界面上的边界条
件

4.3 静电比拟

4.4 电导与电阻

例题 & 练习

作业

例题 1: 平行输电线间的电特性 (例 4.2.1)
如右图，截面半径 a = 7 mm
(截面积 S = 150 mm2) 的铜
质 (γ = 5.8× 10+7 S/m) 双
输电线，导体间 U = 100 V，
通过导体的电流 I = 300 A，
求导体内与表面的电场强度。

▷ 流经导线的电流场平行于线轴，利用欧姆定律，导体内
与表面切向电场有 Et =

J
γ = I

γS = 0.035 V/m。由于 γ 很
大，除非导线非常长，否则沿导线的电位差可以忽略不计。
欲求导线表面法向电场，可以按照静电场分析。假设输电
线上的线电荷密度 ±τ，两平行输电线间的电场有

En =
τ

2πϵ0

(
1

a +
1

d − a

)

27 / 36



恒定电流场

4.1 恒定电流和电
源

4.2 恒定电场基本
方程

分界面上的边界条
件

4.3 静电比拟

4.4 电导与电阻

例题 & 练习

作业

例题 1: (续)
题目给定 U，关联 τ 与 U 可以通过计算平行输电线间的
电压得到

U = φA−φB =
τ

2πϵ0
ln d − a

a − τ

2πϵ0
ln a

d − a =
τ

πϵ0
ln d − a

a

因此，有 En = U
2 ln d−a

a

(
1
a + 1

d−a

)
= 1700 V/m。由此可知，

En ≫ Et。 返回

⋆ 利用 C/G = ϵ/γ，求平行输电线间单位长度的电容与电
阻 (假设 d ≫ a)。

C =
πϵ0

ln d
a

R =
ϵ0
γC =

ln d
a

πγ

⋆ 利用 LC = ϵµ0，求平行输电线间单位长度的电感 (例
5.5.2)。
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例题 2: 同心薄球壳间的电特性
两同心薄球壳，内外球半径
分别为 Rin,Rout，求其间电
阻、E, J 与电阻消耗的功率。
考虑其间充满电导率 γ 的导
电媒质有 γ0 为常数、
γ = γ0(1− k

r ) (k ∈ R 为常数)
两种情况。

球壳间的电流密度可以写成

J(r) = I
4πr2 er = γ(r)E(r)

球壳间的电压则为 (设 U0 已知)

∆U = U0 =

ˆ Rout

Rin

E(r) · dℓ =


I

4πγ0

(
1

Rin
− 1

Rout

)
, k = 0

I
4πγ0k

ln Rin (Rout − k)
Rout (Rin − k)
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例题 2: (续)
对于 γ 为常数的情况，电流密度与电场可以写成

J(r) = γU0

r2

(
1

Rin
− 1

Rout

)−1

er,E(r) =
U0

r2

(
1

Rin
− 1

Rout

)−1

er

电流流经电阻消耗的功率有

P =

˚

V

J · EdV =
4πγ0U2

0(
1

Rin
− 1

Rout

) =
U2

0

R

电阻或电导可以通过 R = ∆U
I ,G = I

∆U 求得。 返回

⋆ 若电导率为 γ = kE (k 为常数)，内外球壳电位差为
∆U =

√
I

4πk ln Rout
Rin
。
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例题 3: 弧形导电片的电特性
如右图，考虑以下两种连接
方式的电特性:

1. A、B 面有外加电压
φA = U, φB = 0 (例
4.4.2)

2. C、D 面有外加电压
φC = U, φD = 0

在圆柱坐标下列写拉普拉斯方程与对应的边界条件，有
1. ∇2φ =

1

ρ2
∂2φ

∂ϕ2
= 0 ⇒ φ = C1ϕ+ C2 =

U
θ
ϕ

2. ∇2φ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂φ

∂ρ

)
= 0 ⇒ φ = C1 ln ρ+ C2 =

U
ln a

b
ln ρ

b
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例题 3: (续)
电场强度可以由 E = −∇φ 求得。电流密度则有

J = γE =


−γU

ρθ
eϕ

γU
ln b

a

1

ρ
eρ

⇒ I =
¨

⊥
J · dS =


γUh
θ

ˆ b

a

dρ
ρ

γUh
ln b

a

ˆ θ

0
dϕ

导电弧片的电导

G =
I
U =


γh
θ

ln b
a

γhθ
ln b

a

返回

⋆ 考虑如果弧形导电片是由两种导电媒质 γ1, γ2 组成，分
为沿径向 (r) 与方向角 (ϕ) 组成方式，分析其间的电特性。
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例题 4: 填充电介质/导电媒质的平行板电容器

如右图之平板电容器，试分析:
1. 电极间的电阻 R、电容 C
2. 两层电介质内的 E, J,D,P
3. 三个界面 (T,M,B) 上的自由面
电荷 σf 与极化电荷 σP

▷ 等效电阻为各层电阻的串联，有
R = R1 + R2 =

d1
γ1A + d2

γ2A。电容则有

C =
(
C−1
1 + C−1

2

)−1
=

(
ϵ1A
d1

+ ϵ2A
d2

)−1
。

流经导电媒质 1,2 的电流相同，可以写成

I = U0

R =
U0A(

d1
γ1

+ d2
γ2

) = JA, J1 = J2 = J, J = J(−ey)
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例题 4: (续)
其它相关物理量可以通过以下关系求得

E1,2 =
J

γ1,2
, D1,2 = ϵ1,2E1,2, P1,2 = (ϵ1,2 − ϵ0)E1,2

各层间的自由面电荷与极化面电荷有

σf,T = D1 · (−ey)

σP,T = P1 · n̂ = − (ϵ1 − ϵ0)E1

σf,M = D1 · (+ey) + D2 · (−ey) =

(
ϵ1
γ1

− ϵ2
γ2

)
J · (+ey)

σP,M = P1 · (−ey) + P2 · (+ey)

σf,B = D2 · (+ey)

σP,B = P1 · (−ey)

⋆ 考虑平板电容器极板间的电介质/导电媒质横向填充的
情况，求解相关物理量。

34 / 36



恒定电流场

4.1 恒定电流和电
源

4.2 恒定电场基本
方程

分界面上的边界条
件

4.3 静电比拟

4.4 电导与电阻

例题 & 练习

作业

例题 5: 求双导体圆柱电极接地电阻

等位面方程有 A(s) = 2πsℓ+ 2πs2

∆U = 2×I
L−rˆ

r

ds
γA(s) =

I
πγℓ

[
ln

(
1 +

ℓ

r

)
− ln

(
1 +

ℓ

L − r

)]
注意，2是由于接地零位面选为大地。故，

R =
∆U

I =
1

πγℓ

[
ln

(
1 +

ℓ

r

)
− ln

(
1 +

ℓ

L − r

)]
试求习题 4.7，为电极仅由两个半球体组成的简化情况。比
较以上结果，考虑 lim

ℓ→0
R 的极限情况15。

15利用微积分学过的结果， lim
x→0

(1 + x)1/x ≡ e。
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4.2, 4.3
4.4, 4.5
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