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自由空间的静电力
不考虑电介质 (dielectric) 影响。静，表示对造成场的源，
不考虑其相对运动。有以下平方反比定律2。

定律 : 库仑定律 (Coulomb’s law)

分别带有 q1, q2 且相距 r 的静止点电荷，q1 对 q2 所造成的静电力为
(Charles-Augustin de Coulomb，法国物理学家，1736-1806)

F21 =
q1q2
4πϵ0

·
e12
r2

其中，e12 为自 q1 至 q2 的单位矢量。

常数 ϵ0 为真空电容率或真空介电常数 (permittivity)，在 SI
制3为 ϵ0 ≈ 8.854× 10−12 F/m。点电荷 q1,2 取值必须是
e = 1.602× 10−19 C 的整数倍4。

2对于平方反比的测量，即 2 ⇒ 2 + δ，最早由 Cavendish 给出 δ < 0.03，随后 Maxwell 给出
δ < 10−6，目前最新结果给出 δ < 10−15。对于库仑定律的检验，极短距离下，如 r < 10−16 m，
电磁作用未必主宰/成立。在极远距离下，如星体产生的磁场，目前为止的检验都是严格成立的。目前已知
的是，在 10−16 < r < 108 m 的空间尺度内，库仑定律都是成立的。 例题 3

31/4πϵ0 ≈ 9 × 109 N-m2/C2。
4Why? 未经实验证实，但磁单极子理论是一种解释方式。
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自由空间的静电场
往后分析中，更常涉及的是“场”的概念。

定义 : 电场 (electric field)

E(r) = lim
qt→0

F(r)
qt
。绝大多数情况下，E 与 qt 无关。

“场”概念的提升对经典力学有革命性的影响。它是“源”与
“力”的媒介 (agent)。

性质 : 空间中电荷分布形成的静电场

点电荷 q1 ∼ qN 在空间中分别位于 r1 ∼ rN，在空间
某一位置 r 形成的静电场为

E(r) = 1

4πϵ0

N∑
k=1

qk

|r − rk|2
· r − rk
|r − rk|

空间有限区域中，有连续分布的体电荷密度函数
ρ(r)、面电荷密度 σ(r)、或线电荷密度 τ(r)，在空
间某一位置 r 形成的静电场为

4 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

自由空间的静电场

性质 : 空间电荷分布形成的静电场 (续)

E(r) = 1

4πϵ0



˝
V

ρ(r′)eR
R2 dV ′

˜
A

σ(r′)eR
R2 dS ′ 例题 2

´
C

τ(r′)eR
R2 dℓ′ 例题 1

其中，R = |r − r′|。注意区别观察坐标与源坐标 (′)。

定理 : 叠加原理

静电力与电场满足叠加原理，F =
∑
i

Fi =
´

dF。
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自由空间的静电位
对 E(r) = 1

4πϵ0

˝
V

ρ(r′)eR
R2 dV ′ 求旋度5，有 ∇× E = 06。

定理 : 静态无旋场特性

对于与时间无关的矢量场 E(r)，以下为等价叙述:
1. ∇× E = 0
2. 存在 (标量) 电位函数，使得 E(r) = −∇φ(r)
3. 对任何单连封闭曲线 C，

¸
C

E · dℓ = 0

4. 以下线积分由端点决定，与路径无关

φP = φP0→P =
Ṕ

P0

dφ =
Ṕ

P0

∇φ · dr =
P0´
P

E · dr，

其中，P0 为参考零位点。

5. E 为保守场。
5对观察坐标。证明见 §3.1.4。
6对于面、线电荷密度情况与离散电荷分布情况皆可获得相同结果。
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由上讨论知，普通物理学中学到的式子

φ(r) = Q
4πϵ0r

或 φ(r) =
˚

V

ρ(r′)
4πϵ0R(r, r′)dV ′

是基于“以无穷远处为参考零电位”的假设而得到的。

定律 : 高斯定律 (Gauss’ law)

对 E(r) = 1
4πϵ0

˝
V

ρ(r′)eR
R2 dV ′ 求散度，有高斯定律7

∇ · E =
ρ(r)
ϵ0

⇔
ˆ̂
⃝
A

E · dS =
Qenc
ϵ0

注意散度算子对观察坐标操作8。
⋆ 复习时，比较 Ch5，对 Biot-Savart 定律分别求散度与旋度，可以得到磁场的
高斯定律与安培定律。

7Johann Carl Friedrich Gauss，德国数学家，1777-1855
8证明见 §3.1.4。以上结果对于面、线电荷密度情况与离散电荷分布情况皆可获得相同结果。
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力线、电场线、等位线 (面)
定义 : 通量 (flux)

定义矢量场穿过某截面的通量为 Φ。对电场 E(r)

Φ ≡
¨

A
E(r) · dS [SI 单位: Volt-m]

除了辅助理解，往后几章可以慢慢体会到，“场”的概念还
能引导我们模型化、统一理解看似截然不同的物理现象。
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力线、电场线、等位线 (面)
电磁场分析中常常需要形象化地描绘其空间分布。

定义 : 场线与等位线/面 (equipotential line/surface)

电场线又称 E 线或电力线，定义为空间的有向曲线，
线上任一点的切线方向及大小与该点电场方向及强度
一致。E 线方程: E × dℓ = 0。
等位线/面是由等值的 φ在空间组成。等位线/面方程:
φ = C。

图例见教科书图 3-1-5 与 3-2-6。

性质 : 电场 (力) 线性质

电场线起于正电荷，终于负电荷，在无电荷处不
起不止。[高斯定律 ∇ · E = ρ/ϵ0]
电位沿电场线不断降低。[∇× E = 0]
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往往在分析电磁场行为时，无法马上给出精确解。此时，
掌握一些理想化的模型能给我们初步/粗略的物理图像。

定理 : 无限大平板、薄球壳、无限长直线 (圆柱)

假设电荷分布皆均匀:
对于无限大平板有面电荷密度 σ，距平面高度 z
处有均匀 E = σ

2ϵ0
ẑ。见例 3.1.2。

带总电量 Q 半径 R 的薄球壳，距球心外 r
(r > R) 处有 E = Q

4πϵ0r2 r̂，与球壳面上电荷集中
于球心造成的场相同。球壳内静电场为 0，静电
位为常数。

无限长直线线电荷密度 τ，距此直线 r 处有
E = τ

2πϵ0r r̂。对无限长圆柱柱面外结果相同。圆
柱面内静电场为 0，静电位为常数。
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均匀带电有限厚度球壳

利用高斯定律，选用球坐标分析，对
于均匀带电 ρe 的有限厚度球壳体，
有电场与电位


E1 =

Q
4πϵ0r2

er =
ρe(R3

2 − R3
1)

3ϵ0r2
er

E2 =
ρe
3ϵ0

(
r − R3

1

r2

)
er

E3 = 0

,



φ1 = −
ˆ r

∞
E1 · dℓ =

ρe(R3
2 − R3

1)

3ϵ0r

φ2 =
ρe
6ϵ0

(
3R2

2 −
2R3

1

r − r2
)

φ3 =
ρe(R2

2 − R2
1)

2ϵ0
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支配电位 φ 的微分方程
一般分析静电学9问题时，先计算空间中电位分布 (标量)，
然后通过 E = −∇φ 得到电场，比直接计算利用
∇ · E = ρ(r)/ϵ0 求电场 (矢量) 可能较为简单。
定理

空间中自由电荷体密度 ρ(r)与形成的电位 φ之间，由
泊松方程 (Poisson equation)支配。[法国科学家 Simeon
Denis Poisson (1781–1840)]

∇2φ(r) = ∇2
rφ(r) = −

ρf(r)
ϵ0

在没有自由电荷分布的区域，称拉普拉斯方程。

∇2φ(r) = 0

其中，∇2 作用在观察坐标。 例题 8

9回头复习时，想想时变电磁场的对应为何?
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支配电位 φ 的微分方程

明显地，泊松方程与拉普拉斯方程的解都满足叠加原理。
本课程或许接触更多的是拉普拉斯方程，以下列出其解的
几个重要性质。

性质 : 拉普拉斯方程解的一些特性 ♠

在真空中无源区域边界面 S 与包围的 V，满足拉普拉
斯方程解 φ 有

1. φ 在 V 区域极大或极小值必皆发生在边界 S 上
2. 若 φ 在 S 上的值皆为一定值 φ0，则在 V 中

φ = φ0
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似一维场源 (线) 二维场源 (平面) 三维场源 (球)
1) 无限长细线电荷10 1) 圆线:(轴上) 1) 球面:

E = τ
2πϵ0ρ

E = τ
2ϵ0

Rz
(
√

R2+z2)
3


r < R ⇒ E = 0

r > R ⇒ E =
q

4πϵ0

1

r2

φ = τ
2πϵ0

ln ρ0
ρ φ = τ

2ϵ0
R√

R2+z2


r < R ⇒ φ =

q
4πϵ0

1

R
r > R ⇒ φ =

q
4πϵ0

1

r
2) 无限长圆柱体电荷11 2) 圆环:(轴上) 内径 R1，外径 R2 2) 球体:
ρ < R ⇒ E =

ρe
2ϵ0

ρ

ρ > R ⇒ E =
ρe
2ϵ0

R2

ρ

E = σ
2ϵ0

(
z√

R2
1+z2

− z√
R2

2+z2

) 
r < R ⇒ E =

q
4πϵ0

r
R3

r > R ⇒ E =
q

4πϵ0r2
ρ < R ⇒ φ = − ρe

4ϵ0
ρ2

ρ > R ⇒ φ =
ρeR2

2ϵ0
ln R

ρ
− ρeR2

4ϵ0

φ = σ
2ϵ0

(√
R2
2 + z2 −

√
R2
1 + z2

) 
r < R ⇒ φ =

q
4πϵ0

(
3

2R − r2
2R3

)
r > R ⇒ φ =

q
4πϵ0

1

r
3) 无限长圆柱面电荷12 3) 圆盘:(轴上) 3) 球壳: 内径 R1，外径 R2
ρ < R ⇒ E = 0

ρ > R ⇒ E =
σ

ϵ0

R
ρ

E = σ
2ϵ0

(
1− z√

R2
2+z2

)
R2→∞→ σ

2ϵ0



0 < r < R1 ⇒ E = 0

R1 < r < R2 ⇒ E =
ρe
3ϵ0

(
r − R3

1

r2

)
r > R2 ⇒ E =

q
4πϵ0r2

=
ρe

(
R3
2 − R3

1

)
3ϵ0r2


ρ < R ⇒ φ = 0

ρ > R ⇒ φ =
σR
ϵ0

ln R
ρ

φ = σ
2ϵ0

(√
R2
2 + z2 − z

)


0 < r < R1 ⇒ φ =
ρe
2ϵ0

(
R2
2 − R2

1

)
R1 < r < R2 ⇒ φ =

ρe
6ϵ0

(
3R2

2 −
2R3

1

r − r2
)

r > R2 ⇒ φ =
ρe
3ϵ0

(
R3
2

r − R3
1

r

)
10 线外一点距线 ρ0 为参考电位
11 轴线为参考电位
12 面为参考电位，其它情况以无限远为参考电位
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导体在静电场中的行为

性质 : 所有导体在静电场中达平衡时

无论实心或空心或空穴内有另一带电 (内) 导体，对 (外) 导体而言
(内、外) 导体中电场为 0，
无内导体的空穴内电场为 0。
如果导体不是电中性，电荷必分布于表面。

整个导体为等位体，导体表面为等位面。

导体外表面附近的电场仅沿法线方向。

外导体内侧带有与内导体外侧相同但异号的感应电荷量，外导体外
侧则带有相同且同号的感应电荷量。若外导体接地，则外导体内侧
感应电荷量不变，但外导体外侧剩余电荷量需要求解获得。

外导体外侧表面电荷分布与外导体表面曲率有关，与内导体位置无
关。

导体对静电场具屏蔽能力 例题 5 。但对时变电磁场不具屏
蔽能力。
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电介质在静电场中的行为

电介质 (dielectric) 通常指绝缘体，带有束缚电荷，但没有
自由电荷或少到可以忽略的物质。存在外加电场情况下，
电介质会有极化现象13。仅用点电荷模型不足以定量描述
该现象，因此我们定义

定义 : 电偶极矩 (electric dipole moment)

分别带有 +q 与 −q 且相距 ℓ 组成电偶极，其电偶极
矩定义为 p = qℓ，其中 ℓ 为自 −q 指向 +q 的位移矢
量。对于连续分布体电荷，电偶极矩矢量的一般定义
为 p =

˝
rρ(r)dV。 例题 6

并非任何原/分子在外加电场下都仅呈现电偶极矩。还可以
定义四极矩 (quadrupole moment) 或其它高阶矩，这些形
式是依电位势以球谐形式展开而定义的。此分析方式在探
讨由于局部电荷分布在空间产生电位势时具有一般性。

13图例见 §3.3.3。
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极性分子与非极性分子

定义 : 极化强度、极化矢量 (polarization vector)

单位体积内的总电偶极矩 P = lim
∆V→0

∑
i

pi

∆V，其中 pi 是

分子的电偶极矩。在 SI 制，单位为 C/m2。

性质 : 极化强度作为分子对外界电场的响应

分子内束缚电荷的运动对外界电场的一般响应体现在
极化强度上，其一般形式可写为

P = ϵ0

(
χ
(1)
e · E + χ

(2)
e : EE + χ

(3)
e ... EEE + ...

)
= ϵ0

↔
χe(E)E

其中，χ
(1)
e 为主要影响因子，体现在物质折射率与衰

减因子。χ
(2,3,...)
e 为非线性效应。χe 称极化率 (suscep-

tibility)。
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极性分子与非极性分子
一般情况下，χe = χe(r,E,B, ω,T)。可以想象，时变场与
非时变场在不同温度下，其分子极性可能显著不同。以下
考虑简单介质 (simple medium) 的电磁响应：
定义 : 各向同性、线性、均匀 ⇒ 简单介质

各向同性 (isotropic) ⇒ P 与 E 方向一致
(P ∥ E)、χe 为标量

线性 (linear) ⇒ P ∝ E，与 E2 或高阶场无关

均匀 (homogeneous) ⇒ χe 不随空间位置改变14

互易 (reciprocal) ⇒ χe,ij = χe,ji

色散 (dispersive) ⇒ χe 随电场振荡频率而变

当外界电磁场强度足够大时，物质的电磁响应不再是简单的线
性关系，研究非线性响应与物质特性的学科称为非线性光学
(nonlinear optics)。注意，此时叠加原理未必适用。

14更精确地说，为介电系数或电极化率随空间变化的尺度远小于电磁场的空间变化尺度，即长波极限。
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极性分子又分各向同性、各向异性
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定理 : 极化电荷

一个具有极化矢量 P 的电介质，可以用其极化体电荷
密度

ρP = −∇ · P

与极化面电荷密度

σP = P · n̂

表征，其中 n̂ 方向指向外。

由上可知，具有均匀极化矢量的电介质内，ρP = 0。如果
存在 ρP，则 ρP 出现在电介质内部 P 不均匀处。更多讨论
参考教科书例 3.3.1。
此外，可以证明，

∑
QP =

˝
V

ρPdV +
‚
A

σPdS = 0，无论

电介质是否为电中性。

23 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

电介质存在的场域中，空间中任一点电位与电场可以如下
方式求得

φ(r) = 1

4πϵ0

[˚
V

(ρf + ρP)

|r − r′| dV ′ +

‹
S

(σf + σP)

|r − r′| dS ′
]

E(r) = 1

4πϵ0

[˚
V

(ρf + ρP)(r − r′)
|r − r′|3

dV ′ +

‹
S

(σf + σP)(r − r′)
|r − r′|3

dS ′
]
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前面讨论真空中静电场的依据是电场 E，在物质中，为了
避免极化电荷造成分析困难，我们定义电位移矢量
(electric displacement) 或电通密度 (electric flux density) 以
简化分析，又称 D 场。

定义 : 电位移矢量、电通密度

电位移矢量 (或称电通密度) 定义为

D = ϵ0E + P [SI 单位: C/m2]

其中，E与 P分别为物质内部的电场与极化矢量。

说明

也写成 D = ϵE = ϵ0ϵrE = ϵ0(1 + χe)E，其中
ϵr ≥ 1 称相对介电常数 (dielectric constant)。

若 ϵ 已知，则有 P = (ϵ− ϵ0)E。
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广义高斯定律
由以上定义，可以得到推广的高斯定律。

定义 : 广义高斯定律 (generalized Gauss’ law)

对任何电介质 (包含真空)，有

∇ · D = ρf ⇔
‹

S
D· dS =

˚
V
ρfdV

其中，ρf 为物质内自由体电荷密度。

说明

一般情况下，D 未必是保守场。当电介质为简单
介质时，D 为保守场。

当电荷在电介质中移动时，由于 ρP 与 ρf 都会产生静电场，
因此电荷感受到的场是 E，计算电位差时应对 E 积分。
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若电介质存在自由电荷体密度 ρf，其将形成电场 (E) ⇒ 造
成电介质极化 (P) ⇒ 产生极化体电荷 (ρP)，有以下关系

定理

对于简单介质 (ϵ 已知)，若物质内存在自由电荷体密
度 ρf，则极化体电荷密度为 ρP =

(
ϵ0
ϵ − 1

)
ρf，且总体

电荷密度可写作 ρ = ϵ0
ϵ ρf。电介质效应必定为“抑制”

(消弱、抵消) 外在电场。

极化面电荷密度视物质表面结构而定。

定理

在电介质中的拉普拉斯方程形式不变，而泊松方程为

∇ · (−ϵ∇φ) = ρf
简单介质⇒ ∇2φ = −

ρf
ϵ
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二维拉普拉斯方程 ∇2φ = 0 的一般解形式
在二维 (x, y) 直角坐标系中，φ 有以下形式通解

φ(x, y) = X(x)Y(y) = (A coshαx + B sinhαx) (C cosβy + D sinβy)

其中，α2 + β2 = 0, αβ ̸= 0，通常 α, β 由于边界条件限制需
要满足离散条件。
在二维与 z 无关的柱坐标系中，φ 有以下形式通解

φ(ρ, ϕ) = α0 + β0 ln ρ+

∞∑
n=1

(αn cos nϕ+ βn sin nϕ) ρn

+
∞∑

n=1

(an cos nϕ+ bn sin nϕ) ρ−n

♠ 对于球坐标，如果待解的量与 ϕ 无关，则拉普拉斯方程在
与 ϕ 无关的球坐标系中，φ 有以下形式通解

φ(r, θ) =
∞∑

n=0

(
αnrn + βnr−(n+1)

)
Pn(cos θ)

其中，径向解为两个线性无关 (独立) 解 rn 与 r−(n+1)。θ 方
向的解为勒让德多项式 (Legendre polynomial)Pn，θ ∈ [0, π]。
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媒质分界面上的边界条件
边值问题涉及两种情况：

媒质分界面上的边界条件 (或称分界面条件15)
求解泊松方程或拉普拉斯方程场域的边界条件

定理 : 媒质分界面上“电”的边界条件

就任何二种媒质之分界面 (无论电介质或导体)，无论
在分界面上是否有自由电荷，恒有 [1&3,2&4 等价]

1. n̂1→2 × (E2 − E1) = 0 [E 的切向连续性]
2. n̂1→2 · (D2 − D1) = σf (非 ρf) [D 的法向连续性]
3. φ1 = φ2 [电位函数的连续性，表征电场为有限值]
4. ϵ1

∂φ1

∂n − ϵ2
∂φ2

∂n = σf [电位函数法向导数的连续性]
其中 n̂ 为该点法线方向。

例题 9–平板 、 例题 10–球 、 例题 11–球 、 例题 12–圆柱

15以上定理证明，见教科书 §3.3.5。
29 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

介质-导体分界面的边界条件 例题 13–球

由以上定理可以证明 E1,E2, n̂ 在同一平面上16。若为简单
介质，则还有 D1,D2, n̂ 共面。

性质

若一边为导体 (该侧 E1 = D1 = 0, φ1 = φ0)，则
1. E2t = 0,D2t = 0

2. D2n = σf (非 ρf)
3. φ2 = φ0 (常数)
4. −ϵ2

∂φ2
∂n = ϵ2E2n = σf

说明

恒定场情况下，金属导体的 ϵ ≈ ϵ0。由上4.知，ϵ2 → ∞ 的电介质
使介质内部 E2 → 0，有时可用来等效 (本身不带电荷的) 孤立导
体。见图例 3-3-7。

16即证 E1 · (E2 × n̂) = 0。
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场域的边界条件
以下讨论假定电介质为简单介质 (标量 ϵ 已知)。求解电磁
场问题，除了利用泊松方程或拉普拉斯方程外，还需指明
在求解场域边界上 (记为 Γ) 的电位值。

定义 : 常用的场域边界条件

1. 已知 Γ 上各点电位值，则有

φ(r)|Γ = f1(Γ) [第一类 (Dirichlet) 边界条件]

2. 已知 Γ 上各点电位法向导数值，则有

∂φ(r)
∂n

∣∣∣∣
Γ

= f2(Γ) [第二类 (Neumann) 边界条件]

或给定 σ|Γ(或 τ |Γ)，则 ∂φ(r)
∂n

∣∣∣
Γ
= − σ|Γ

ϵ (或

− τ |Γ
ϵ )。
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定义 : 常用的场域边界条件 (续)

3. 对导体而言，选择表面 Γc 作为场域边界，φ(r)|Γc = UΓc。如果
能够知道 UΓc 的具体数值，则为第一类边界条件。若虽知为等位，
而电位的具体数值未知，但表面电荷量 q 已知，则再加一个条件

−
˛

Γc

ϵ
∂φ

∂n
dΓ = q

其中，UΓc 为待定常数，ϵ 为导体外介电系数。

4. 通常在圆柱或环形区域，有 [周期边界条件]

φ(ρ, ϕ+ 2π, z) = φ(ρ, ϕ, z), ∂ϕφ(ρ, ϕ+ 2π, z) = ∂ϕφ(ρ, ϕ, z)

5. 适用于无界场域，有 [自然边界条件]

lim
r→∞

rφ(r) < ∞, lim
r→∞

r2E(r) < ∞

lim
r→0

E(r, ϕ, z) < ∞, lim
r→0

E(r, θ, ϕ) < ∞

例: 见教科书例 3.4.1 与例 3.4.2(要求正确列写边界条件)。
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唯一性定理

对于边界值求解来说，还需要“解的唯一性”定理。

定理 : 唯一性定理

满足前述的边界条件的泊松方程或拉普拉斯方程的解
是唯一的。对 Neumann 边界条件，解 φ 还有一个未
定常数，但电场 E 则是唯一确定的。

证明

见 §3.4.2。

唯一性定理本身的证明可以略过，其更大的影响在于为以
下几个求解静电场问题方法提供理论基础。
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镜像法 §3.4.3

求解静电场问题可以分为三类:
电荷分布产生 ⇒ 利用库仑或高斯定律求解
导体或电介质分布产生 ⇒ 利用泊松方程或拉普拉斯
方程、列写边界条件并求解

电荷与导体 (或电介质) 混合分布产生 ⇒ 若问题具有
对称性17，利用镜像法 (method of image charges)

镜像法的理论依据: 拉普拉斯方程的解唯一性定理。

说明

用虚设的电荷分布等效替代媒质分界面上复杂电荷分
布，虚设电荷的个数、大小与位置使场的解答满足唯
一性定理。

17碰运气。
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镜像法

镜像法问题类型可以分为四类:
1. 点电荷 & 无限大平面 (点电荷同侧场域)
2. 点电荷 & 无限大平面 (点电荷异侧场域)
3. 无限长平行带电导体圆柱
4. 点电荷 & 导体球: 导体球接地/不接地、点电荷在球
体外/内 ♠

说明

镜像法得到电位函数后，时常伴随求解导体表面感应
电荷密度，为 σ = −ϵ∇φ|表面。作为检验，表面电荷总
量有 Q =

‚
表面 σdS。

镜像法最早由开尔文爵士 (Lord Kelvin, 1824-1907) 提出，
随后麦克斯韦将其推广至球形几何结构。
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Case 1. 点电荷 & 无限大平面 (点电荷同侧场
域)18

接地无限大平面电场线 03-case1

18图例取自叶齐政上课 ppt。
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Case 2. 点电荷 & 无限大平面 (点电荷异侧场
域)19

请自行验证上式的 q′′ 与上页的 q′ 能满足分界面边界条件
E1t = E2t 与 D1n = D2n。

19图例取自叶齐政上课 ppt。
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几何关系
定理 : 几何关系 (圆)

平面上给定两点 A,B，距离比 ρ2/ρ1 为常数的点 (M)
形成圆曲线族 (比值 < 1 对应的圆在左半侧，> 1 在
右半侧)，且有

b2 = h21,2 − a21,2
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Case 3. 无限长平行带电导体圆柱 (电轴法)
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Case 3. 无限长平行带电导体圆柱 (电轴法)

给定外导体电位 Uc，则有 Uc = φ(a2)。当外导体接地，则
柱内电场分布不变，电位差一常数，即 φ(r) → φ(r)− Uc。
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电容 (capacitance)
在电路理论中，讨论电阻、电容、电感等物件是集总化
(lumped) 的，通常以符号 表示电

阻，以 表示电容，以 表
示电感。一般以参数 R,C,L 分别量化。

在电路理论中，以上数值一般是给定的，获取这些元件的
数值一般通过场的分析或实验手段。以下我们将探讨如何
利用电磁场分析获得系统的电容。

以下将分别考虑单、双、多导体情况。

性质

导体电容仅为形状与尺寸的函数，无论单一孤立导体
或多导体组成的系统。
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与电容计算相关的定理

说明

给定 q(r) ⇒ 解 E(高斯定律) 或解边值问题 φ(拉
普拉斯方程) 得导体间的电位差 ∆U = φA − φB
⇒ C = q/∆U

定理 : 电容串联、并联的等效电容

串联 (|Q| 相等、U 相加) ⇒ C−1
tot =

N∑
k=1

C−1
k

并联 (|Q| 相加、U 相等) ⇒ Ctot =
N∑

k=1

Ck
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单一导体电容

定义 : 单一导体电容

对真空中无外部电场的带电孤立导体，此导体电位 U 与
带电荷量 Q 通常成正比，定义此导体的电容 C = Q

U。注
意此处 U 以无穷远处为参考零电位。SI 单位: F(法拉) =
C/V，一般常见以 µF (10−6 F)、nF (10−9 F)或 pF (10−12

F) 等表示。

性质 : 几个单一导体的电容

半径 R 导体球 ⇒ C = 4πϵR
半径 R 导体圆盘 ⇒ C = 8ϵR
长度 L 截面半径 R 实心导体棒
⇒ C = 2πϵL

ln L/R (L ≫ R)

1 法拉的电容是非常大的电容量。将地球视为完美球体，半径
6,400 km，电容约 (仅) 为 7× 10−4 F。
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作业

两导体电容
一般工程实际较常遇到的是两导体或多导体形成的电容。
该情况下，电容定义中的 U 变成 ∆U，计算电位差也就不
一定需要以无穷远处为参考零电位。一般以符号
表示。假设两导体构成一静电独立系统，空间中电容率 ϵ
给定，则

定理

同心导体球壳 (半径 R1,R2) ⇒ C = 4πϵ

(R−1
1 −R−1

2 )
−1

平行导体板 (板面积 A, 板间距 d) ⇒ C = ϵA
d

平行无限长实心导体圆柱 (各自截面半径 R, 轴
心相距 d) ⇒ C = πϵ

ln d/R(单位长度)20

无限长直同轴电缆 (内径 a, 外径 b) ⇒
C = 2πϵ

ln b/a(单位长度)21

20例 3.5.1
21例 3.5.2
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多导体系统电容
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多导体系统电容
空间存在多个导体构成的静电孤立系统，有

n∑
i=1

qi = 0，一

般假设 0 号导体 (如大地) 为零电位参考点。设任意两导体
间电压为 Uij，则导体带电荷量可写成 (以 n = 3 为例)

q1 = C10U10 + C12U12 + C13U13

q2 = C21U21 + C20U20 + C23U23

q3 = C31U31 + C32U32 + C30U30

定义 : 部分电容、工作电容

系数 Ci0 ≥ 0 称自有部分电容 (self capacitance)
系数 Cij ≡ qi/Uij|Uik(k̸=j)=0(j ̸= i, j ̸= 0) 称互有部

分电容 (mutual capacitance), Cij ≥ 0,Cij = Cji

视某两导体为端口，定义
Cp ≡ q/Uij|qk(k ̸=i,k̸=j)=0 为工作电容
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多导体系统电容 例题 17

测“工作电容 (等效电容)”，算“部分电容”
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多导体系统电容

说明

部分电容 Cij 是整个系统共同作用的结果，并不
等于导体 i 与 j 单独存在时的电容。Cij 与所有导
体几何形状、尺寸、相互位置、数量、空间 ϵ 有
关，与各自带电状况、连接方式无关。

部分电容 Cij 计算图例见图 3-5-3(b)，部分电容的
数值大小分别反映了两个导体之间电联系的强弱。

工作电容可以理解为周遭存在其它导体时，两个
电极表现出的电容值，并不等于仅有端口导体 i
与 j 单独存在时的电容。
工作电容 Cij 计算图例见图 3-5-3(c)

49 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习
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静电能量

作为静电场的分析工具，前面花了大量篇幅介绍电场与电
位。要深入掌握静电场的特性或行为，从能量观点切入分
析也是必要的22。电场基本特征是对电荷有作用力，电荷
在电场力下移动，电场力做功，表明电场具有能量。此处
讨论不包含辐射 (radiation) 效应，故为静电能量。

定义 : 静电能 (electrostatic energy)

考虑一个孤立静电系统，电场能量来源于建立电场过
程中外界所提供的能量。换句话说，若维系此系统的
原因消失，系统中的电荷皆自由运动至零电位，所释
放的能量称为静电 (位) 能。

考虑双自由电荷系统过程，放置第一个电荷 q1 于 r1 处不
需要做功。接下来将电荷 q2 自无穷远处移到 r2 处，需要
对 q2 作功 We = q2φ2 = q2 q1

4πϵ0r12 其中，r12 = |r1 − r2|。
22特别是在时变电磁场。
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静电能量密度
换一个方式，先移动 q2 再移动 q1，需要作一样多的功，有
We = q1φ1 = q1 q2

4πϵ0r21，其中，r21 = r12。以上可以写成
We = q1φ1 = q2φ2 =

1
2 (q1φ1 + q2φ2)。三个自由电荷组成

的系统有 We = q2 q1
4πϵ0r12 + q3

(
q1

4πϵ0r13 + q2
4πϵ0r23

)
=

1
2 (q1φ1 + q2φ2 + q3φ3)。一般情况下，有 We = 1

2

N∑
k=1

φkqk。

以上是针对离散的自由电荷的结果23。若电荷分布限制在
局部区域，如导体表面，设想系统为 N 个导体组成，导体
表面 Ak，带有电荷 Qk 及电位 φk，设无限远处为参考零电
位，则系统静电能为

We =
1

2

¨
∑

Ak

σkφkdS =
1

2

N∑
k=1

φk

ˆ̂
⃝
Ak

σkdS =
1

2

N∑
k=1

qkφk

23此处的能量为互能。点电荷的自有能 (将许多微元电荷 dq 压紧构成 q 所需做的功) 为无限大。教科书
中讨论了自有能与互有能的区别，见 §3.6.1。
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静电能量密度
目前为止的分析都是假定已知电位与电荷分布，计算静电
能。系统静电能也可以通过电场获得，总结如下

性质 : 孤立系统静电能

空间中 N 个离散分布的自由电荷，若 φk 表示 qk
以外的电荷对 qk 形成的电位，则此系统的静电
能为

We =
1

2

N∑
k=1

φkqk

若在空间有连续自由体电荷分布 ρ(r)(或面电荷
σ, 线电荷 τ)，形成 φ(r)，则系统静电能为 (积分
遍及带电体)

We =
1

2

˚
V
ρφdV =

1

2

¨
A
σφdS =

1

2

ˆ
C
τφdℓ
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静电能量密度

性质 : 孤立系统静电能 (续)

若其建立的 E(r) 与 D(r) 已知，要求电介质为无
损耗，则系统静电能为 (积分遍及场域)

We =
1

2

˚
V

D · EdV =

˚
V

wedV

定义 : 电场能量密度

定义为 we = dWe
dV = 1

2D · E

两种计算方式的区别在于，含有电荷的表示式局限于某空
间区域，电场则是无形的空间函数。凡是静电场不为零的
空间都储存着静电能量。

53 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

静电作用力

计算静电力一般采取两种方法:
确定电荷分布 (ρ 或 σ 或 τ)，在局部电荷 (dρ 或 dσ
或 dτ) 处求其余电荷作用在该处产生的电场 ⇒ 带电
体受到的总静电作用力24为 F =

´
Edq ⇒ 通常不实

用，特别对于一般物质内部 E 不好求
利用能量法，求出场能，则力与能量的梯度有关 ⇒
虚位移法 (principle of virtual displacement)

事实上，在电磁场中处理“力”的问题比起“能量”是较为棘
手的，理由是因为电磁场除了携带能量，还具有动量。课
程后面讨论恒定磁场、时变电磁场时还会陆续接触，会发
现电磁场除了携带能量、动量外，还具有力矩、压力、张
力、角动量等概念，行为就像“质点粒子”一样。

24此处为互场，不包含内场产生的力。只要带电体维持一整体，则内力互相抵消。
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静电作用力

定理 : 虚位移法求电场力 (§3.6.4)

若导体 A1 ∼ AN 形成孤立静电系统 (电荷量不变)，除
导体 Ak 外，其它固定不动，Ak 质心位置 rk 可以移动
(仅有平移没有旋转)，若系统静电能为 We(r)，则 Ak
所受之力为

F(rk) = −∇We(rk)|dq=0

若导体 A1 ∼ AN 形成非孤立静电系统 (电荷量可变)，
但导体各自电位维持不变，其它同上，则 Ak 所受之
力为

F(rk) = ∇We(rk)|dφ=0

注意此处的力为广义力，方向需要额外判定。

例题 25: 横向介质平行板 、 例题 26: 纵向介质平行板 、 例题 27: 球面压强
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例题 1: 细直带电导体附近的电场

如图，假设长度 L，忽略导线截面，线电荷
密度 τ 均匀分布，求其外一点 P (距离导线
ρ) 的电场。 返回 §3.1

E(r) = τ

4πϵ0ρ
[(cos θA + cos θB) eρ + (sin θA − sin θB) ez]

说明

取 L → ∞，有书中例 3.1.1的结果。

⋆⋆ 若带电导体为有限截面 (半径 R)、有限长度 L，说明面
电荷密度接近均匀分布，并求圆柱外一点 P 的电场。
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例题 1: 细直带电导体附近的电场 返回 §3.1

由库仑定律与叠加原理，有 E(r) = 1
4πϵ0

´ τ(r′)eR
R2(r,r′)dℓ

′，其中，

τ(r′) = τ =常数，R = |R| = |r − r′| =
√

ρ2 + z2，
dℓ′ = dz′。

eR =
R
R

= sin θeρ+cos θez,


cos θ =

−z√
ρ2 + z2

⇒ − sin θdθ =
−ρ2(√
ρ2 + z2

)3 dz

sin θ =
ρ√

ρ2 + z2

注意，θ 由 +ẑ 量起。积分部分 (朝 +ẑ) 化简如下ˆ
τ(r′)eR
R2(r, r′)dℓ′

= eρ
ˆ

τ sin θ

ρ2 + z2
sin θ

ρ2

(√
ρ2 + z2

)3
dθ + ez

ˆ
τ cos θ
ρ2 + z2

sin θ

ρ2

(√
ρ2 + z2

)3
dθ

= eρ
τ

ρ

π−θAˆ

θB

sin θdθ + ez
τ

ρ

π−θAˆ

θB

cos θdθ
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例题 2: 一个方向无限延伸的带电平板
如图，假设: 1) 宽度 2a，长度无限延伸带
电平板与 2) 半径 a 的圆板，面电荷密度
皆为 σ 均匀分布，求其中心板外一点 P
距离平面 z = 2a 的电场。 返回 §3.1

E(r) = σ

πϵ0
tan−1 a

z ez

说明

当 P非常靠近平板时，有书中例 3.1.2的结果。当 a → ∞
时，可以用镜像法求解 (§3.4.3)。

⋆ 平板改为正方形，长宽皆为 2a，求中央正上方 z 一点 P
的电场与电位。

E(r) = ez


σ

πϵ0

(π
2
− tan−12

√
6
)

, 正方形板

σ

πϵ0

(
1

2
− 1√

5

)
, 圆板
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例题 2: 一个方向无限延伸的带电平板 返回 §3.1

由库仑定律与叠加原理，有 E(r) = 1
4πϵ0

˜ σ(r′)eR
R2(r,r′)dS

′，其

中，R =
√

x2 + y2 + z2。eR → ez cos θ，其中
cos θ = z√

x2+y2+z2
= z

R (ex, ey 由于对称性，抵消)

¨
σ(r′)eR
R2(r, r′)

dS′ = ezσ

∞̂

−∞

dy
aˆ

−a

z(√
x2 + y2 + z2

)3 dx

= ezσ

∞̂

−∞

2za
(y2 + z2)

√
a2 + y2 + z2

dy

= ez4σcos−1 z
√

a2 + z2
= ez4σtan−1 a

z

bˆ

a

dx(√
x2 + A

)3 =
b

A
√

A + b2
−

a
A
√

A + a2

∞̂

−∞

dx
(x2 + B)

√
x2 + C

=
2cos−1

√
C
B√

BC − C2
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例题 3: 库仑平方反比定律 §3.1 库仑定律

对球壳上均匀分布的电荷 σ，
内部无静电场 ⇔ n = 2，其
中 n 为库仑定律中的
F = 1

4πϵ0
q1q2
rn 。

任意选取球内任一点 P 延伸至球壳的 dΩ 立体角，有

dΩ =
(dA1)

d21
=

(dA2)

d22

要求 P 点电场为 0，有

EP = 0 ⇒ EA1
P = EA2

P ⇒ σ(dA1)

4πϵ0dn
1

=
σ(dA2)

4πϵ0dn
2

⇒ d21
dn
1

=
d22
dn
2

⇒ n = 2
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例题 5: 空腔带电体

如右图，导体內有两空洞，电荷置于
A,B,C 处，定性分析其受静电力的
情况。 §3.3 静电屏蔽

如右图，均匀带电 (大) 球有体电荷
密度 ρe 与一空腔。球心至空腔中心
距离 a，求空腔内电场。

利用叠加原理，本题可等效视为 +ρe 的大球与 −ρe 的小球，分别
对 P 有 EO(P) = ρe

3ϵ0
r 与 EO′(P) = − ρe

3ϵ0
r′。空腔内某一点合成总电

场为 E(P) = EO + EO′ = ρe
3ϵ0

(r − r′) = ρe
3ϵ0

a。
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例题 6: 电偶极子 (electric dipole)，客体与模型
如下图25，假设两电荷 ±q 相距 d，定义电偶极矩 p = qd，
分析远处 r ≫ d 的电位与电场。 §3.3 电偶极子

φ =
q

4πϵ0

(
1

r+
− 1

r−

)
=

q
4πϵ0

r− − r+
r+r−

≈ q
4πϵ0

d cos θ
r2 =

1

4πϵ0

p · er
r2

E(r) = −∇φ = −
(
∂φ

∂r er +
1

r
∂φ

∂θ
eθ
)

=
p

4πϵ0r3
(2 cos θer + sin θeθ)

电偶极子的电场线如下页图所示。
25https://openpress.usask.ca/physics155/chapter/3-3-calculations-of-electric-potential/
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例题 8-1 (例 3.2.3) §3.2 Laplace 方程

参考教科书图 3-2-7(或见下页)，夹角为 α 的两无限大平板的
电压分别为 0 与 U0，求解夹板内外的电位与电场。

∇2φ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂φ

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2φ

∂ϕ2
+

∂2φ

∂z2 = 0

⇒ ∂2φ

∂ϕ2
= 0 ⇒ φ = C1ϕ+ C2 =


U0

α
ϕ, 0 < ϕ < α

U0

2π − α
(2π − ϕ) , α < ϕ < 2π

电场有

E = −∇φ = −
(
∂φ

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂φ

∂ϕ
eϕ
)

= −U0

ρα
eϕ

在两导体板上的面电荷有

σ = −ϵ0
∂φ

∂n =
ϵ0U0

ρα
×

{
+1, ϕ = α

−1, ϕ = 0
∝ ρ−1

⋆ 利用复变函数的保角变换求解此题。
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例题 8-1 (续)
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例题 9 (例 3.3.2) 返回

参考如下左图，介质分界面没有自由电荷, 忽略边缘效应，求
电容器中各区域的电场 D 与 E、极板面电荷密度与等效电容。

{
D1n = D2n

∆U1 +∆U2 = U0
⇒

{
ϵ1E1 = ϵ2E2

E1d1 + E2d2 = U0
⇒


E1 =

ϵ2U0

ϵ1d2 + ϵ2d1
E2 =

ϵ1U0

ϵ1d2 + ϵ2d1
利用 σ = −ϵ∂φ∂n = −ϵn̂ · ∇φ = ϵEΩ = DΩ 可以求极板面电荷
密度，有
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例题 9 (例 3.3.2) 返回


σ1 = D1 = ϵ1E1 = ϵ1

ϵ2U0

ϵ1d2 + ϵ2d1
σ2 = D2 = ϵ2E2 = ϵ2

ϵ1U0

ϵ1d2 + ϵ2d1
不难看出，σ1 = σ2 (大小)。
由电容的定义，C = q

∆U，可知等效电容为串联关系

Ctot =
1

1
C1

+
1

C2

= S
d1
ϵ1

+
d2
ϵ1

由 σP = P · n̂1→2 知，

σP = P1n − P2n

= (ϵ1 − ϵ0)E1 − (ϵ2 − ϵ0)E2

= ϵ0(E2 − E1)
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例题 9 (例 3.3.2) 返回

对于另一种介质分界面安排，忽略边缘效应，求电容器中各区
域的电场 D 与 E、极板面电荷密度与等效电容。
在极板面上有以下关系{

D1 = ϵ1E1 = σ1

D2 = ϵ2E2 = σ2
, σ1S1 + σ2S2 = q

在电介质间有 E1 = E2 (注意没有脚码 t)。等效电容则为并联
关系。

对于简单介质，媒质分界面上 σP = 0。

⋆ 重新考虑此题，但充电情况不是极板连接电池，而是 ±Q。
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例题 10: 球壳间填充电介质-类型 1 返回

如右图，两球壳间填充电介质 (ϵ1 与
ϵ2 各半)，求解各区域的电位与电场
D 与 E 及等效电容。充电情况假设
有:

1. 内导体 U0，外导体接地
2. 内导体 +Q，外导体 −Q

对1.，利用拉普拉斯方程解 φ。
∇2φ = 1

r2
∂
∂r

(
r2 ∂φ∂r

)
+ ... = 0 ⇒ φ = C1

r + C2，利用边界条件

φ(r1) = U0, φ(r2) = 0，有 φ = U0
r1

r2−r1
( r2

r − 1
)
。

E(r) = −∇φ = −∂φ
∂r er =

r1r2
r2−r1

U0
r2 er ⇒ D1,2(r) = ϵ1,2E(r)。

总电荷 Q =
‚

D · dS = 2πr21 [D1(r1) + D2(r1)] =
2π r1r2

r2−r1 U0 (ϵ1 + ϵ2)，故等效电容为 C = 2π r1r2
r2−r1 (ϵ1 + ϵ2)。
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例题 10: 球壳间填充电介质-类型 1 返回

对2.，利用高斯定律解 D。假设在 ϵ1,2 区域有电荷 Q1,2，
有 Q = Q1 + Q2。

Q1,2 =
‚

D1,2 · dS1,2 = 2πr2D1,2(r) ⇒ E1,2(r) = D1,2(r)
ϵ1,2
。

∆U =

ˆ r2

r1
E1,2(r)dr =

Q1,2

2πϵ1,2

(
1

r1
− 1

r2

)

Q=Q1+Q2⇒


D1,2(r) =

Q
2πr2

ϵ1,2
ϵ1 + ϵ2

E1(r) = E2(r) =
Q

2πr2
1

ϵ1 + ϵ2

等效电容为 C = Q
∆U = 2π r1r2

r2−r1 (ϵ1 + ϵ2)，与1.相同，符合
“电容仅与几何形状有关”的预期。

思考: 比较两种分析方法。例题 9 中的分析方法属于本题
的第二种，利用本题的第一种方法分析例题 9。注意，应
使用广义拉普拉斯方程 ∇ · (−ϵ∇φ) = 0。
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重解例题 9 左图，由广义拉普拉斯方程，有

∇ · (−ϵ∇φ) = 0 ⇒ d
dx

(
−ϵ

dφ
dx

)
= 0 ⇒ φ =

A
ϵ

x + B

利用边界条件求待定系数 A,B
φ(x = 0) = U0 ⇒ B = U0

φ(x = d1 + d2) = 0 ⇒ A
ϵ1

d1 +
A
ϵ2

d2 + B = 0 ⇒ A = − U0

d1
ϵ1

+ d2
ϵ2

故

φ(x) = U0 −
U0

ϵ
(

d1
ϵ1

+ d2
ϵ2

)x

有

E1 = −∇φ =
U0

ϵ1

(
d1
ϵ1

+ d2
ϵ2

) =
U0

d1 + ϵ1
ϵ2

d2
=

ϵ2U0

ϵ2d1 + ϵ1d2

(
=

D1

ϵ1

)

E2 以此类推。
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▶ 能不能不用广义拉普拉斯方程解? 可以，那么就是每个
电介质独立分析。值得注意，媒质分界面上的边界条件要
完整写出来，用以求得待定系数。

∇2φ = 0 ⇒

{
φ1 = Ax + B
φ2 = C(x − d1) + D



φ1(x = 0) = U0

φ1(x = d1) = φ2(x = d1)

ϵ1
dφ1
dx

∣∣∣
x=d1

= ϵ2
dφ2
dx

∣∣∣
x=d1

φ2(x = d1 + d2) = 0

⇒



A = −
U0

d1 + ϵ1
ϵ2

d2

B = U0

C = −
U0

ϵ2
ϵ1

d1 + d2

D =
U0

ϵ2
ϵ1

d1 + d2
d2

⇒


φ1 = U0

(
1−

x
d1 + ϵ1

ϵ2
d2

)

φ2 = −
U0

ϵ2
ϵ1

d1 + d2
(x − d1 − d2)

因此，有

E1 = −∇φ =
U0

d1 + ϵ1
ϵ2

d2

E2 以此类推。
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例题 11: 球壳间填充电介质-类型 2 返回

如右图，两球壳间填充电介质 (内 ϵ1
与外 ϵ2)，求解各区域的电位与电场
D 与 E 及等效电容。充电情况假设
有:

1. 内导体 U0，外导体接地
2. 内导体 +Q，外导体 −Q

球壳形成的等效电容为

C =
Q
U0

=
4πϵ1ϵ2abc

ϵ1R0(R2 − R1) + ϵ2R2(R1 − R0)
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⋆ 例题 12: 单芯同轴电缆填充电介质 返回

考虑如右图两种情况，同心圆
柱间填充电介质 (ϵ1 与 ϵ2)，求
解各区域的电位与电场 D 与 E
及等效电容。充电情况假设有:

1. 内导体 U0，外导体接地
(右上图情况见例 3.3.3)

2. 内导体 +Q，外导体 −Q
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例题 13: 电介质球与金属球在外加均匀电场 ♠

此处先理解物理图像，详细分析见 Ch 6。 03-Ex-13 、 返回

76 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

例题 17: (例 3.5.3) §3.5 电容

考虑地面影响，
求部分电容与工
作电容 Cp，假设
h = 10 m，
a = 0.01 m，
d = 2 m。

P 点电位可以近似为 φP = τ1
2πϵ0

ln ρ2
ρ1

+ τ2
2πϵ0

ln ρ4
ρ3
。各导体

电位则有

U10 = φ1 =
τ1

2πϵ0
ln 2h

a +
τ2

2πϵ0
ln

√
d2 + 4h2

d

U20 = φ2 =
τ1

2πϵ0
ln

√
d2 + 4h2

d +
τ2

2πϵ0
ln 2h

a

U12 = φ1 − φ2 =
τ1 − τ2
2πϵ0

ln 2hd
a
√

d2 + 4h2
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例题 17 (续) §3.5 电容

电压、电容可与传输线线电荷密度关联{
τ1 = C10U10 + C12U12

τ2 = C21U21 + C20U20

欲解部分电容，需要给定任意两组 τ1,2，简单选择
(τ1, τ2) = (2πϵ0, 0) , (0, 2πϵ0)，则有{

C10 = C20 = 5.6145 pF/m
C12 = C21 = 2.4476 pF/m

工作电容为

Cp =
τ

U12
= C12 +

C10C20

C10 + C20
= 5.2549 pF/m

接近忽略地面影响的估计值 C = τ
U = πϵ0

ln d
a
= 5.2499 pF/m。
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例题 25 (例 3.6.4) 静电力

如右图26，求 ϵ2 电介质的受力。

▷ 考虑电容器极板内的静电场能，有

We =
1

2
ϵ1E2V1 +

1

2
ϵ2E2V2

=
1

2

U2

d2 [ϵ1(a − y)bd + ϵ2ybd]

外加电压不变，有

f = ∂We
∂y

∣∣∣∣
dφ=0

=
(ϵ2 − ϵ1) bU2

2d

试分析电介质间受力。

26图例取自 http://energythic.com/view.php?node=209
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例题 26: 静电力

类似例题 25，但考虑电介质安排如下，证明电介质间受力
有 Fb = ϵ1ϵ2(ϵ2−ϵ1)U2S

2(ϵ2ℓ1+ϵ1ℓ2)
2 。
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例题 27: 静电力

求半径 R 的带电 q 电介质 (ϵ) 球表面压强。

We =
1

2
qφ =

q
2

q
4πϵR =

q2
8πϵR

f = − ∂We
∂V

∣∣∣∣
dq=0

= −∂We
∂R

∂R
∂V =

q2
32π2ϵR4

f > 0，表示有使球体膨胀的趋势。注意量纲，这里的 f 为
压强。

82 / 83



静电场

3.1 自由空间的静
电场

3.2 自由空间的电
位势

3.3 物质中的静电
场

3.4 静电场边值问
题

分界面上的边界条
件

场域的边界条件

3.4.3 镜像法

3.5 电容

3.6 电场能量与力

例题 & 练习

作业

作业

3.1, 3.2
3.4, 3.5
3.3, 3.14, 3.19
3.12, 3.17, 3.22
3.26, 3.27, 3.32
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