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第 十一 章 集体效应的场动力学：尾场与阻抗

内容提要

! 空间电荷效应

! 追赶长度

! 尾场函数及其特性

! 阻抗函数及其特性

! Panofsky-Wenzel 定理

! 宽带阻抗的几种分析模型

! 能量损耗因子、kick factor
! 有效阻抗

前面第 7 章、第 8 章介绍的粒子动力学都属于单粒子动力学，即束团中个别粒子的运

动由各自独立的运动方程决定。对带电粒子束而言，单位时间通过一位置的横截面的电

荷越多表示束团电流越大。这里的单位时间可以是以单个束团时间长度为单位，或是以

束团串、绕行时间周期为单位；前者称峰值电流 (peak current)，后者称平均电流 (average
current)。加速器的效能往往与峰值或平均电流强度有关。更准确地说，取决于束团的“亮

度”1,2。亮度越高的粒子束团意味着束团峰值或平均电流越高、束团能散低、横向发射度

小等。即，粒子束团在相空间的密度越大：在六维相空间的单位体积内的粒子数目越多。

束团内带电粒子彼此“挤”在一起，其间的相互作用电磁场就开始显著而不能忽略。束团

内粒子间彼此影响可能导致集体效应 (collective effects)。一般来说，在粒子加速器中，束

团的集体效应属于多粒子动力学，单粒子的图像不再适用。

加速器粒子束团可视为一种非中性等离子体 (non-neutral plasma)，束团中的 (同号)
带电粒子越密集，束团内部互相排斥的 (库仑) 场越明显。因此，束团内某一粒子的运动

不再独立于其它粒子，而是受其它粒子影响。此外，如果系统存在物理边界，则这些场

会与周遭环境交互作用3，比如，束团整体产生的库仑场会留在金属管壁一段时间，或发

1不只辐射场，粒子束团也能定义“亮度”。这么定义/量化的目的是希望把辐射束与电子束从某些视角当作同
一回事。

2作为附注，这里介绍一下“对撞机亮度”(luminosity)，定义为单位时间单位反应截面 (cross section) σ! 的对撞
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其中，σ∗
x,y,+,− 为在对撞点!的对撞束团横向 x, y 尺寸，+,− 为两束对撞束团的标记符号，N+,− 分别为

两束对撞束团的粒子数，fc 为对撞束团在对撞环中的对撞频率。

对撞亮度分峰值对撞亮度 (peak luminosity) 与累积对撞亮度 (integrated luminosity)，后者可写为
´
Ldt。在

对撞过程中，不同粒子间的反应截面不同，以单位 barn(谷仓) 表示 ⇒ 1 b = 10−24 cm2。一般来说，峰值对
撞亮度 (peak luminosity) 是设计对撞机阶段的指标，而平均或累积对撞亮度 (average or integrated luminosity)
才是一台对撞机能够成功、长期运行产出物理的指标。对 LHC，L ≈ 1034 cm−2s−1；对撞率大约 109 s−1。
如果顺利运行一年 (experimental year)，即 107 秒或 1/3 年，则有累积对撞亮度

´
Ldt = 1041 cm−2 = 100

fb−1 = 105 pb−1。

3束团与环境交互作用所涉及的物理效应大概有三种：
1. 焦耳热效应
2. 电磁感应
3. 电磁场衍射效应



11.0 问答预览

热 (焦耳热效应)、或反过来影响同一束团里的其它粒子、或如果场存留在周遭环境较长

时间，比如被局限在谐振腔结构中，则会影响后方其它经过的束团粒子或周期绕行时的

本身束团粒子 — 只要机制不违反因果律与推迟关系，那些机制就原则上存在。由于这些

场是由束团的粒子产生的，又反过来影响束团里的其它或自身粒子，因此，场动力学与

粒子动力学可以互相关联/耦合。基于这种机制产生的效应称集体效应 (collective effects)。

由上可知，集体效应包含场动力学 (field dynamics) 与粒子动力学 (beam dynamics)：
场动力学⇒束团产生的场的计算、分析，称尾场；

粒子动力学⇒尾场如何反过来影响粒子束团。

自洽的分析需要结合场动力学与粒子动力学。

自由电子激光是一种集体效应，但是这里的讨论不涉及自由电子激光集体不稳定性。

11.0 问答预览

1. 集体效应是什么？它与单粒子动力学有什么区别？

⇒ 集体效应是指束团内粒子相互作用产生的整体动力学效应，比如：空间电荷场和尾

场。与单粒子动力学不同，因为束团内粒子之间的相互作用导致单个粒子的运动不

再独立，而是受到其他粒子的影响。

2. 为什么在强流粒子束中需要考虑集体效应？

⇒ 在强流粒子束中，粒子之间的相互作用不可忽略，产生的电磁场会显著影响束团的

运动，导致束流品质下降，比如束团特性恶化和能量损失等。

3. 平均场近似和微扰理论在分析集体效应中有什么作用？

⇒ 平均场近似将束团内粒子产生的电磁场视为对单个粒子的平均场，简化了分析。微

扰理论则假设束团自场远小于外部场，可以忽略束团自场对单粒子运动的影响，进

一步简化分析。

4. 什么是追赶长度？

⇒ 追赶长度是指尾场从产生位置 (“源位置”) 传播到测试粒子位置所需的长度。

5. “三无”定理是什么？

⇒ “三无”定理指出，当粒子速度为光速、金属为理想导体、真空管壁结构完全平滑且

均匀时，将不存在尾场和阻抗。“三无”定理揭示了现实世界不可避免会存在尾场和

阻抗。

6. 空间电荷场对束团有什么影响？

⇒ 空间电荷场会导致束团横向发散和纵向能量分布改变，如果没有适当设计控制，将

影响束流品质。

7. 什么是束内散射效应和 Touschek 效应？

⇒ 束内散射效应是指束团内粒子之间近距离、多次小角度碰撞产生的效应，会导致束

团发射度和能散增加。Touschek 效应是指束团内粒子之间近距离、单次大角度碰撞

导致的粒子丢失，影响束团寿命。
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11.0 问答预览

8. 如何计算有限电导率金属真空管的电磁场？

⇒ 采用 Leontovich 边界条件和傅里叶变换，可以计算有限电导率金属真空管的电磁

场。

9. 什么是反常趋肤效应？

⇒ 反常趋肤效应是指当电子平均自由程大于寻常趋肤深度时，金属管壁的阻抗会增

加。这会导致尾场函数的特征长度和结构尺寸发生变化。

10. 什么是尾场加速？它有什么优势？

⇒ 尾场加速是指利用前方束团产生的尾场加速后方束团。其优势是加速梯度高，可以

缩短装置尺寸。
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11.1 定性介绍

11.1 定性介绍

束团内每个粒子携带电荷，因此，彼此间存在交互作用。但是，如果束团中每个粒

子以光速 v = c 运动，则根据 Maxwell 平面电磁波理论，束团中某一粒子产生的电场与

磁场有类似于平面电磁波形式，即

E = B× cez

则束团中另一粒子感受到此电磁场产生的洛伦兹力有

F/q = E+ cez ×B = B× cez + cez ×B = 0

即粒子间彼此的电场力与磁场力将完美抵消，而没有净交互作用。然而，束团中的粒子

仅能以 v < c 速度运动，|F/q| #= 0，因此存在一定程度的交互作用。对极低电流与极端

相对论粒子，束团内的交互作用有时候可以忽略。但更多时候，加速器则是操作在强流、

中低能量段。因此，不可避免需要考虑带电粒子束的集体效应。

在继续讨论前，以下介绍两个概念：平均场近似 (mean-field approximation) 与微扰理

论 (perturbation theory)。

11.1.1 平均场近似

集体效应体现在束团运动具有一定的集体行为。但是，束团内部的库仑场不仅导致

集体效应，还有其它效应，如：束内散射效应 (intrabeam scattering, IBS) 等。集体效应的

分析如果通过直接、暴力的单粒子运动方程开始，给每个原本独立的单粒子微分方程间

加入耦合项，巨细靡遗地考虑所有粒子彼此间的作用，则分析将变得无比复杂。为了简

化分析，时常采用平均场近似 (mean field approximation)，即，影响束团内某一粒子的场

以束团内所有其余粒子产生的场的线性叠加量化，忽略束团内局部、特定粒子对某一粒

子的相对影响4。这种近似处理不一定适用于束团内相邻很近的粒子间散射效应，但是，

对大多数目前感兴趣情况的集体效应分析已经足够。

讨论集体效应往往需要明确两个概念：驱动源 (driving source) 与驱动机制 (driving
mechanism)。集体效应种类繁多，驱动源与机制各异，分析较为复杂。为简单起见，以下

针对“场动力学”部分仅介绍：

束团自场 (self-field, Coulomb field)⇒空间电荷 (space charge) 场；

电阻壁 (resistive wall) 场⇒圆柱金属真空管的电磁场计算；

谐振腔场⇒圆柱谐振腔的电磁场计算；

4平均场近似不是只有在加速器集体效应分析才出现，它几乎无所不在。比如，在固体物理中，用平均场代替
电子与电子间的相互作用，称 Hatree-Fock 近似。统计力学中的伊辛模型 (Ising model)、凝聚态物理中用来
描述玻色-爱因斯坦凝聚 (Bose-Einstein Condensates, BEC) 的 Gross-Pitaevskii 方程等都是基于平均场近似的
概念。
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11.1 定性介绍

尾场与阻抗概念、定义与性质。

先介绍三个特定情况，然后提炼、总结，定义尾场函数与阻抗函数。尾场与阻抗是

分析粒子加速器集体效应的“标准语言”。

11.1.2 微扰理论

集体效应分析的理论根源为麦克斯韦方程组与洛伦兹力方程。麦克斯韦方程组等式

右边的“源”与等式左边的“场”应满足自洽性。这种“场”与“源”的互相驱动、彼此耦合使得

分析非常困难。因此，有必要针对特定问题进行近似、简化。在粒子加速器中，源于束

团的自场通常远小于外部磁聚焦结构场，即

束团自场 (E1, B1) $ 外部磁聚焦结构场 (E0, B0)

利用这个特性可以大大简化分析。首先，可以假设束团自场很小，因此，单粒子运

动行为可以由第 7 章、第 8 章给出。在以 (E0, B0) 决定单粒子运动轨迹作为已知的前提

下，再计算束团自场 (E1, B1) 对单粒子运动行为的微扰修正。

敏锐的读者看到这里，或许会有如下疑惑：当束团内两粒子彼此靠得很近时，库仑

自场是不是很大，会不会使微扰理论不再成立?
当束团内两粒子彼此靠很近时，微扰理论将面对的“危机”由前面介绍的平均场近似

“保护”，即在平均场近似框架下，不考虑束团内两粒子彼此靠很近时的情况。

对实际数值计算，当碰到束团内两粒子彼此靠很近时，一般采用两种方式处理：

1. 切片 (slice)：将束团内众多粒子沿着一个维度 (通常选择纵向 z)，把粒子数据

归入统计堆 (bin)，做成直方图 (histogram) 后，同一个 bin 里的粒子视为一个

宏粒子，从而避免粒子间距太近可能导致的数值发散问题。

2. 插值 (interpolation)：将束团内离散粒子集合以一连续函数拟合，视为连续函

数，可避免发散问题。有时候，插值与切片同时搭配使用。

以一个将在 §15.3讨论的实际例子看，束团自身产生的电场振幅约有 1 ∼ 5 MV/m，

谐振腔电场幅值则约有 50 MV/m，满足以上微扰关系。

" 练习 11.1 回忆一下第 10 章介绍的自由电子激光理论，SASE 机制涉及的电子束散粒噪声

与这里介绍的平均场近似是否自洽? "

微扰理论可以视为大自然对加速器集体效应研究的“馈赠”，虽然不是全部，但是在粒

子加速器集体效应研究中，绝大多数 (非全部) 情况都适用于微扰理论。此种情况或许有

别于等离子体中的集体效应研究。
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11.1 定性介绍

定律 11.1. 加速器集体效应 vs. 等离子体集体效应

#

研究加速器集体效应与研究等离子体集体效应使用的数学与物理工具非常类似，

均涉及非线性单粒子动力学与多粒子集体动力学，但是，两个领域存在一个较大

区别，即，在加速器中，多数情况下，束团产生的尾场远小于外部场。不同的是，

在等离子体中，束团产生的自场可能与外部场差不多或甚至更大。

因此，在加速器集体效应分析中，很大程度上，可以利用微扰理论这一有力工具

分析集体效应动力学。

注 这些对比非常类似于量子电动力学 (quantum electrodynamics, QED) 与量子色

动力学 (quantum chromodynamics, QCD)。参考 A.W. Chao, Lectures on Accelerator
Physics, World Scientific (2020), §8.1.6.

以下给出加速器集体效应比较正式的定义与研究方法。粒子动力学将在下一章介绍。

定义 11.1. 集体效应 (collective effects)
集体效应泛指发生在束团内部或临近束团间与环境交互作用时，涉及束团整体的

动力学效应。发生集体效应时，会出现相干 (coherent) 现象，束团的某些特征会表

现出整体性、一致性。集体效应按时间/长度尺度分，短程集体效应有单束团不稳

定性、长程集体效应则有多束团不稳定性。长程、短程效应判据视束团尺寸与驱

动源时空尺度而定。按机制分，有一类明显具有阀值条件 (threshold condition)，超

过阀值时，束团将不稳定；低于阀值时，束团仍保持稳定；另一类则不具有明显

的阀值条件，凡具有非零电流的束团，就存在束团不稳定性。

驱动集体效应的来源a(driving source) 多样，机制 (driving mechanism) 不尽相同，研

究方法也各异。一般常见方法有：

宏粒子 (macroparticle) 模型：对于长程效应，有时可将束团串中的每个束团

视为一个宏粒子，分析其质心运动。对短程效应，可以将一个束团视为头、尾

两个宏粒子，分析个别头、尾宏粒子运动。这个方法适用于理想情况下的解

析分析。现在许多粒子跟踪模拟 (particle tracking simulation) 程序也采用这个

思路，将一束团视为多个宏粒子，利用对尽可能多的宏粒子的运动分析，预

测真实情况下，束团整体的动力学演化过程。对粒子跟踪模拟，这个思路适

用于单一束团或束团串。计算效率取决于计算资源与程序设计。

连续体 (continuum) 模型：将一束团视为连续体，分析束团相空间分布函数的

演化过程。一般情况下，会将相空间分布函数按特定方式“解耦/简化”，通过

选取合适的、行为良好的“基底”函数。接着，对个别基底函数，分析其动力

学特性，属于解析法。数值上也可以通过求解束团相空间分布函数应遵循的

方程 — Vlasov 方程或 Vlasov-Fokker-Planck 方程 — 给出束团相空间分布特
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11.1 定性介绍

#

性。这些又称动理学 (kinetic) 分析。有些时候，如果求解束团相空间分布函

数不容易，或者更关心的是束团分布特性，可以用矩方法 (moment method)，
仅分析分布函数的几个低阶矩。

如果集体效应涉及束团内部粒子的离散本质，即散粒噪声导致的效应，则需

要额外引入离散分布初始条件，如：自放大自发辐射 (SASE) 自由电子激光

不稳定性。

a能驱动集体效应的源可能导致相干与非相干效应。

尽管以上描述了“集体效应”一词的意思。这里再理清几个可能的误解：

上面描述似乎表明，在某种意义上，集体效应指的是束团被自己产生的场影响，是

否违反因果律?
⇒ 好问题！具有深刻物理内涵、但不好回答、令人难为情的问题。

⇒ 因果律在集体效应分析中需要得到高度重视：任何可能违反因果律的情况都要谨慎

看待，否则就可能出现违反基本物理的情况。准确地说，排除后座力 (反作用) 影

响5，同一粒子 不可能 在当下时刻、被自身产生的尾场所影响。注意到，这里面要

同时满足“同一粒子”、“立刻”。电磁场传播最快不能超过光速，传输一段距离总是需

要有限时间。束团其实可以被自己产生的场影响：束团可能在某一时刻 (比如 ti) 产
生场，这个场被囚禁在某个真空管道类似于谐振腔的结构中。在稍后某一时刻 (比
如 tf > ti)，在环形加速器中，当这个同样的束团再次经过此真空管道时，如果稍

早留在管道中的场还未消散，那么束团就可能被自己之前所产生的场影响。此外，

束团内包含许多粒子，如果是束团“前方”粒子产生的场，短暂留在真空管道，在束

团“后方”的粒子只要满足推迟条件 (或者说，不违反因果律与光速 #=∞的要求)，同

一束团后方粒子受到前方粒子留下来的场影响也是可能发生的。以上描述的情况都

不违反因果律。

⇒ 后面 §11.5将给出因果律要求的数学形式。

⇒ 是个不好回答、令人难为情的问题，因为有时候面对复杂问题时，为了简化分析，

粒子速度采用 v = c 近似。只要不影响眼前的问题的正确性，有时候睁一只眼闭一

只眼，就默许粒子速度 v = c 了。因此，现阶段只能说，明白因果律很重要，关键

时刻要小心，不然会随时出错。

考虑束团内部不同位置的两个粒子，命名为 A 与 B，那么，A 对 B 或 B 对 A 的直

5这里忽略瞬时的后座力 (反作用)，又称辐射后座力 (radiation reaction)。在此处讨论的集体效应框架下，忽略
这种后座力，我们假设这么做是合理的。此处粒子产生的场我们认为是库仑场的一部分，目前感兴趣的是产
生的库仑场与周遭环境交互作用时，残留在真空管壁，进而回头影响束团的机制。这里的场暂且不当作辐
射场。如果粒子产生的是辐射场，那么可能存在瞬时的后座力 (反作用) 反映在该粒子自身。试想，现在有
两个粒子，一个带电，一个不带电。假设有同样大小的力施加在两个粒子上，它们都获得力而加速。但是，
那个受加速且带电的粒子会辐射 (另一个不带电的受加速不辐射)，因此该粒子将获得小一些的加速度 (由于
能量守恒，一小部分能量形成辐射场能量了)。此时，粒子的运动方程不再是熟悉的、基于牛顿第二定律形
式的洛伦兹力方程形式而需要部分修正。目前来说，这些后座力 (反作用) 效应在讨论集体效应时均忽略不
计。感兴趣的读者可以参考 Jackson 一书的 Chapter 16。
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接影响 (不通过环境交互作用) 算不算是集体效应?
⇒ 按上面对集体效应的定义，严格来说，需要存在束团与环境交互作用的机制。束团

内不同粒子间的直接影响有时候未必适用于集体效应的分析框架。此讲义不打算严

格区分这部分，读者只需要知道有两个例外情况即可：空间电荷效应、相干同步辐

射效应。面对这两个效应时，很多时候还是套用此处介绍的集体效应分析框架，但

未必这两种情况的所有结果/性质都严格满足尾场、阻抗的定义。

⇒ 类似于许多加速器教科书，此讲义将从介绍空间电荷 — 一个例外情况 — 开始，然

后再回“正轨”，介绍尾场与阻抗。

11.1.3 追赶长度

如前一子节所讨论，不考虑后座力 (反作用) 情况下，粒子自身产生的场不可能在当

下就立刻影响到粒子自己。现在，我们可以定义产生尾场的粒子为源粒子 (source particle)；
定义感受到尾场的粒子为测试粒子 (test particle)。在一个束团内的某一个粒子，它可以既

扮演源粒子影响后方其它粒子，也可以扮演测试粒子，受到前方粒子留下来的尾场影响。

以下讨论集体效应时，将做一个假设，称刚性束团近似 (rigid beam approximation)：当测

试粒子经过引起尾场的结构时，源粒子产生尾场，但是源粒子与测试粒子的相对距离不

受尾场影响。参考图 11.1，在残留尾场的结构里 (比如一段金属真空管道)，q1 为产生尾

场的源粒子，纵向时空坐标有

z1 = s1 − βct1 (11.1)

q2 为接受尾场的测试粒子，纵向时空坐标有

z2 = s2 − βct2 (11.2)

对短程尾场，源粒子与测试粒子的交互作用在同一束团内，不妨假设6s1 = s2。为简化

起见，考虑源粒子与测试粒子同轴情况，有 r1 = r2 = 0。令 t1 − t2 = τ，此时有

z1 − z2 = −βcτ，即假设 q1, q2 相对距离 |z1 − z2| = βcτ 不变，束团就好像是刚性体。离

开尾场结构后，源粒子与测试粒子按第 7 章、第 8 章的纯光学传输矩阵演化。

!
笔记如果尾场结构很长，那么是不是刚性束团近似就要失效? 看起来是。但是，可以适当

推广刚性束团近似的思路，比如，将尾场结构切开，在磁聚焦结构传输段中的某个位置，

先让刚性束团的源粒子与测试粒子根据尾场模型“调制”一下7，则相空间坐标的 (x′, y′, δ)

就有一个微扰改变，但位置坐标 (x, y, z) 不变；然后，让此受微扰调制的刚性束团按第

7 章、第 8 章的纯光学传输矩阵演化一段很短的距离。接着，再让根据传输矩阵演化的

束团经历下一位置的尾场结构“调制”一下，然后再传输，再调制... 反复迭代过程。这么

一来，刚性束团近似在尾场结构中依然成立，并且也兼顾了分析的准确性。这种思路很

6这是“假设”，也可视为是一种“近似”。基于这个假设，我们默认忽略了追赶长度效应，即假设尾场在产生尾
场的位置处能“瞬间”影响测试粒子。在一些极端情况下，此假设不再适用。

7读者将会发现，这里用“调制”一词或许是恰当的，前方粒子作为源，产生尾场；后方粒子作为测试，感受尾
场。尾场一般是时变场，因此，束团内不同粒子的纵向能量分布 δ(x, y, z) 或横向动量 x′(x, y, z), y′(x, y, z)
也就存在坐标依存关系。
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图 11.1: 定义尾场时的测试粒子 (test particle, q2) 与源粒子 (source particle, q1) 的位置关系，基于
刚性束团近似。这里的测试粒子与源粒子可以是同一束团，也可以不同束团。
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直观，已经无声无息、被广泛应用在众多粒子加速器模拟软件中，有时称 kick-drift model。

!
笔记 绝大多数情况下，源粒子在前方，测试粒子在后方，即 z1 > z2。唯二例外：空间电

荷 (space charge) 尾场与相干同步辐射 (coherent synchrotron radiation, CSR) 尾场，将分别

在第14章与第15章介绍。

上面定义了尾场模型中的源粒子与测试粒子之后，下面介绍基于此模型的一个重要

物理量，称追赶长度 (catch-up distance)。利用追赶长度的概念，能够大致给出尾场的特

征长度与结构尺寸的关系。在测试粒子与源粒子间距短于此长度内，将感受不到源粒子

通过不连续结构产生的尾场。

catchup 是“番

茄 酱”，catch-
up 才是追赶。

定理 11.1. 追赶长度 (catch-up distance)

#

参考图 11.2，当源粒子经过真空管壁不连续处 (蓝色凸起处)，假设其在位置 z =

0, s = 0, t = 0 时刻，产生尾场。源粒子的库仑场在不连续处向四面散射，当源粒

子在 t 时刻经过位置 s = ct 时，尾场将赶在 z −∆ 处，其中

∆ ≈ b2

2s
(11.3)

这里的 s 称追赶长度，b 为真空管壁半径。当测试粒子与源粒子间距短于此长度

时，测试粒子 在 t 时刻 将感受不到源粒子通过不连续结构产生的尾场。

证明 根据几何关系，恒有 s = ct =
√
(s−∆)2 + b2，解 s。

注此处的追赶长度可视为尾场的形成长度 (wake formation length)。比较第 4 章、第

5 章、第 9 章介绍的同步辐射场与波荡器辐射场的形成长度。

图 11.2: 追赶长度示意图。红色源粒子经过真空管壁不连续处 (s = 0 蓝色凸起处)，该处将散射红
色粒子携带的库仑场，当红色粒子行进到 s = ct 位置时，散射的电磁场传递到 z −∆ 处 (视为测
试粒子处)。这里的 s 称追赶长度。

!
笔记 对尾场结构长度短于追赶长度 L < s，或者，对极短束团 σz < ∆ 导致追赶长度很

长，此时尾场还未进入稳态，而是处于暂态。此种情况的分析要特别小心。这一章讨论

的尾场、阻抗计算都是基于稳态情况。对绝大多数情况，目前文献仅讨论稳态情况，少
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数情况讨论地较细致，如：相干同步辐射 (CSR) 尾场或阻抗，参考第15章。

" 练习 11.2 参考图 11.2，证明散射的尾场可以在 t = γb/c 时刻后追上源粒子。 "
解 根据几何关系，有 ct =

√
(βct)2 + b2，解 t。这时候不能假设源粒子为光速前进，否

则尾场永远追不上。 "

11.1.4 “三无”定理

在正式定义尾场与阻抗之前，我们将介绍三个算例作为铺垫。先从“三无”定理开始。

三个算例将分别对应三个不完美情况。

定理 11.2. “三无”定理

#

同时满足以下三个条件时，将不存在集体效应的尾场，也不存在对应的阻抗：

1. 束团以 v = c 沿 z 运动

2. 金属为理想导体 σ =∞
3. 金属真空管壁结构完全平滑、均匀

证明 自行论证。利用Maxwell方程与 Lorentz力方程。

言下之意，当以上任何一个条件被打破时，将存在尾场与阻抗。实际上，在现实世

界中三个条件都不满足 (“三无”)：
1. 粒子速度 v < c，不存在 v = c

2. 不存在理想导体⇒ σ <∞
3. 金属真空管壁即使结构均匀，细部总是存在表面粗糙度，不可能完全平滑

对应上面第 1 种不完美情况，即粒子速度 v < c，其实是一个古老又重要的效应，称

空间电荷场 (space charge field) 效应，将在下一节 §11.2介绍。为简化起见，既然考虑了第

1 种不完美，就暂时忽略 2、3，即不考虑有限边界的真空管壁：粒子束在无边无际、完

全自由的空间中传输。§11.3、§11.4将介绍其它两种不完美情况，分别对应“三无”定理的

第 2、3 种情况。

注 真实世界是三个条件“都”不满足。但是，理论分析时一般仅考虑一个条件不满足，但

其余两条件仍满足理想情况⇒ 各个击破 。数值模拟可能可以同时考虑两个以上不理想

情况。

696



11.2 空间电荷场

11.2 空间电荷场

空间电荷场 (space charge field) 对强流粒子束、高亮度粒子束的影响体现在众多层

面，除了可能导致相干的集体效应外，还有非相干效应、共振 (第 7 章介绍过)、频移 (tune
shift) 等，最终导致束流品质下降，工作点偏离设计预期等负面影响。由于这一章重点在

场动力学，我们先介绍空间电荷场。下一章重点是粒子动力学。

定义 11.2. 空间电荷作用 (space charge)
束团内每个粒子携带电荷，因此，彼此间存在交互作用。由 Maxwell 方程组可以

看出，这些电荷源、电流源能够在束团内部产生电场、磁场。空间电荷作用是一

种远距离 (long-range) 集体作用，被归类为那些可以通过平滑的 (smooth)、连续的

(continuous) 束团分布函数的 ρ,J 描述的电磁场效应。这些效应通常可以用上述的

平均场 (mean field) 近似，即，束团内某一个粒子所受的空间电荷场为 (除该粒子

外的) 束团“整体”对该粒子的场的加总。

注可以看到，上面关于空间电荷作用的定义 不完全等于、而是包含于 束团内库仑

场 Eq(ri) =
∑N

j "=i
qj

4πε0|rj−ri|2。或者说，空间电荷场只包含了束团整体库仑场中远

距离 (long-range) 的贡献，即空间电荷场 ∈库仑场。空间电荷效应忽略了束团内某

一个粒子附近、近距离 (short-range) 粒子对其碰撞的影响。这些碰撞还分小角度与

大角度散射，将个别分析。

注 怎么区分远距离与近距离? 对粒子间距离的判据一般采用德拜长度 (Debye
length) 或称德拜半径 (Debye radius)，是等离子体的重要参量，常用 λD 表示，有

λD =

√
ε0kBT

n0e2
≈ 69

√
T (K)

n0 (m−3)
m (11.4)

其中，T 为束团“温度”，n0 为束团粒子数体密度。德拜长度体现等离子体的一种

电荷屏蔽效应：当所讨论的长度尺度大于德拜长度时，可以将等离子体看作是整

体电中性的；反之，则是带有电荷的。加速器束团属于非中性等离子体，从前面讨

论的平均场近似，当所讨论的长度尺度大于德拜长度时，粒子-粒子间的二体碰撞

(binary collision) 效应可暂时不考虑以简化分析。当所讨论的长度尺度小于德拜长

度时，粒子-粒子间的二体碰撞 (binary collision) 就不再能忽略，那时候我们一般不

称空间电荷作用，而称束内散射 (intrabeam scattering) 效应或 Touschek 效应。

注 这里德拜长度的定义式里有束团“温度” T，对应到加速器里的物理量，将与横

向角散、纵向能散有关，有

kBT⊥ = meγ
2σ2x′c2, kBT‖ = mec

2σ2δ (11.5)
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#

一般有 kBT‖ $ kBT⊥ $ mec2。可以看到，束团有横向温度与纵向温度。德拜长

度也有横向德拜长度与纵向德拜长度。

注计算德拜长度或束团温度时，要注意计算的量是在实验室坐标或是质心静止坐

标。

" 练习 11.3 对能量 1 GeV、归一化发射度 ε⊥ = 1 µm、相对能散 σδ = 10−4 的电子束，假

设束团传输过程的 βx = 10 m，估算束团的横向与纵向温度。 "
解 由题意知，γ ≈ 2000，则 rms 角散 σx′ =

√
ε⊥/γβx = 7 × 10−6。因此，横向温度有

T⊥ ≈ 100 eV。纵向温度有 kBT‖ ≈ 5×10−3 eV。如预期，kBT‖ ∼ 10−5 kBT⊥ $ mec2 = 511

keV。 "

上面定义空间电荷作用后，以下介绍如何计算自由空间中相对论束团的空间电荷场。

要计算束团整体的空间电荷场，先分解问题，从计算一个相对论运动的电荷产生的 (库
仑) 场开始。接着，再计算一源粒子对一测试粒子的场。最后，利用叠加原理加总/积分

得到束团整体的空间电荷场。

!
笔记 许多文献可能出现专有名词：直接空间电荷场 (direct space charge field) 与间接空间

电荷场 (indirect space charge field)。这里的 direct space charge field 指的是由束团内粒子彼

此间产生的场。Indirect space charge field 指的则是通过间接途径产生的场，比如：存在金

属真空管道或周遭环境的磁极导致的场 (参考 §1.20)。

从粒子的共同移动坐标 (或称粒子本身的静止坐标) 开始，根据库仑定律，有

E′ =
1

4πε0

qr′

r′3
(11.6)

对电子而言，有 q = −e = −1.6× 10−19 C。利用狭义相对论的洛伦兹变换，对空间坐标

有

x′ = x,

y′ = y

z′ = γz − βγct

t′ = γt− βγ

c
z

(11.7)

其中，t ≡ 0。此外，电场分别在实验室坐标与粒子静止 (′) 坐标中可以写为

Ex = γE′
x

Ey = γE′
y

Ez = E′
z

(11.8)

于是，在实验室坐标系，有 源电荷 q 在空

间 中 的 库 仑

场。
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Ex =
1

4πε0

qγx

[x2 + y2 + γ2(s− vt)2]3/2

Ey =
1

4πε0

qγy

[x2 + y2 + γ2(s− vt)2]3/2

Ez =
1

4πε0

qγz

[x2 + y2 + γ2(s− vt)2]3/2
=

1

4πε0

qγ(s− vt)

[x2 + y2 + γ2(s− vt)2]3/2

(11.9)

其中，z = s− vt。写成向量形式，有 留意，R里面

有 γ−1。
E =

1

4πε0

qr

γ2R3

B =
1

c2
v ×E, v = vẑ

(11.10)

其中，r = (x, y, s − vt)、R =
√
(s− vt)2 + γ−2 (x2 + y2)。现在，已经得到相对论运动

的单电子产生的库仑场 (q = −e)，其沿着 +z 夹角的电场强度分布如图 11.3所示8。可以

看出，当 θ接近 π/2 时，电场幅值最大。图 11.3显示，相对论电子产生的库仑场 (或称空

间电荷场) 就像一片松饼 (pancake)，粒子能量越大，松饼越薄。对极端相对论粒子来说，

v→ cẑ，场分布就像是 δ 函数，有

E =
1

4πε0

2qρ

ρ2
δ(s− ct), B =

1

c
ẑ×E (11.11)

图 11.3: 横向 Eρ ∝ γ/r2。纵向 Ez ∝ 1/r2γ2。当 γ = 1 时，即粒子静止，此时库仑场分布在四面
八方，各向同性。

接着，再计算一源粒子对一测试粒子的场。作为测试粒子 q，距离源粒子后方 + 处

(z = s0− + = vt− +, + > 0 或对测试粒子，有 s− vt = −+)，横向偏差 a，即 x = a, y = 0。

则感受到的横向与纵向洛伦兹力可以分别写为9 横 向 外 推、

纵 向 前 后 推

Fz ∝ −%。8留意，在 Stupakov and Penn 一书中，该图 Fig. 11.1 的 γ = 1 曲线有误。

9实验室坐标系的横向与纵向洛伦兹力还可以写成 γ 与粒子静止坐标系的混合形式，有 Fx = qE′
x/γ =

F ′
x/γ, Fz = qE′

z = F ′
z。
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11.2 空间电荷场

Fx = q (Ex − vBy) =
1

4πε0

q2a

γ2
(
+2 + a2

γ2

)3/2

(
1− v2

c2

)
=

1

4πε0

q2a

γ4
(
+2 + a2

γ2

)3/2 (11.12)

Fz = qEz = −
1

4πε0

q2+

γ2
(
+2 + a2

γ2

)3/2 (11.13)

注意到，对 γ 为有限大小情况下，纵向力与 a仍有关系。考虑在 γ . 1情况下，当 + > |a|
γ

时，即测试粒子在有效张角 ±1/γ 范围外，上式分母可以适当化简，有

Fx ∝
|a|
+3γ4

, Fz ∝ −
1

+2γ2
(11.14)

当 γ →∞时，Fx,z → 0。注意到，横向与纵向空间电荷力对 γ 有不同的依赖关系。

目前考虑的是一源粒子产生的场对一测试粒子的效应。最后，利用叠加原理计算束

团整体在测试粒子 z 位置的空间电荷场，其中，z = s− βct。令 ρ =
√
x2 + y2，假设束

团线密度满足归一化条件
´∞
−∞ λ(z)dz = 1，则前面介绍的 Ex,y 可写成 Eρ。由在 z′ 位置

具有部分电荷 dq′ 产生的场，此处写为 dEρ

dEρ
(
z, z′, ρ

)
= dEρ

(
z, z′; ρ, s

)
=

1

4πε0

ρdq′

γ2
[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2 (11.15)

这里先做一个“有瑕疵”、但能简化计算的假设：假设测试粒子坐标的横向位置 ρ距离束团

核心很远，即ρ. σx,y，或者说，不考虑束团的横向尺寸。此近似称 thin beam approximation、
thread beam approximation 或 line bunch approximation。后面我们将回头讨论这个“有瑕疵”

的假设。现在，考虑在空间中 (ρ, z)位置处的一测试粒子，利用叠加原理计算束团整体的

空间电荷场对在 z 位置的贡献，有

Eρ(z, ρ) =

ˆ
dEρ

(
z, z′, ρ

)
=

Qρ

4πε0γ2

ˆ ∞

−∞

λ (z′) dz′
[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2 (11.16)

其中，
´
dq′ = Q

´
λ(z′)dz′ = Q，Q 为 (含号的) 束团总电荷量，积分项的 λ(z) 表明对不

同束团纵向线密度分布，其横向场各异。即 Eρ(z, ρ) 与 λ(z) 有关。图 11.4给出高斯分布

束团的横向电场对纵向 z 坐标的函数依存关系，对不同束长的依赖关系。考虑两个极端

情况：

当 ρ$ γσz 时，即观察位置距离束团“很近”时，Eρ(z, ρ) =
1

4πε0
2Qλ(z)

ρ 。

当 ρ. γσz 时，即观察位置距离束团“很远”时，Eρ(z, ρ) =
1

4πε0
Qγρ

(γ2z2+ρ2)3/2
。

" 练习 11.4 对空间电荷场的理论计算感兴趣的读者，不妨试着推导以上结果。 "
解 仔细琢磨之后，会发现，考虑 ρ $ γσz 极端情况时，加上 thin beam approximation
ρ. σx,y 条件，有 σx,y $ γσz。这是在实验室坐标的结果。按洛伦兹坐标变换，在束团

质心运动的静止坐标系 (′) 中，纵向长度为 σ′z = γσz (即相比实验室坐标束长拉伸了 γ

倍)，横向不变，于是有 σ′x,y $ σ′z。因此，同时采用 ρ$ γσz, ρ. σx,y 两个假设的意思

是，在束团质心运动的静止坐标系中，束团形态仍像是 thin beam、thread beam或 line bunch。

其实，对 γ . 1 的高能电子，即使在实验室坐标系中的束团不是长条型束团，比
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11.2 空间电荷场

如：σx,y ∼ σz，则在质心运动的静止坐标系中，一般来说，thin beam approximation 或 line
bunch approximation 仍然可用。因此，可以在质心静止坐标系中先计算库仑场，然后再通

过洛伦兹坐标变换回到实验室坐标系。 "

!
笔记 一般情况的积分通常没有解析解是很正常的。一般为了验证公式正确性或合理性，

会考虑极端情况。极端情况一般能有解析解。中间情况则通过数值求解。

图 11.4: 高斯分布束团 λ(z) = 1√
2πσz

e
− z2

2σ2
z 的横向电场对纵向 z 坐标的函数依存关系，对不同束

长的依赖关系。这里 z > 0 表示束团头部，z < 0 则为束团尾部。当写成 Eρ ·
(
4πε0γσ2

z/Q
)
之后，

积分仅与 ρ/γσz 有关。

上面计算束团整体的横向空间电荷场，现在考虑纵向空间电荷场。仍假设 thin beam
approximation，即 ρ. σx,y，于是源粒子的 x ≈ 0, y ≈ 0。由在 z′ 位置具有部分电荷 dq′

产生的场，此处写为 dEz

dEz
(
z, z′

)
≈ dq′

4πε0γ2
z − z′

|z − z′|3
(11.17)

利用叠加原理计算束团整体的空间电荷场对其贡献，有

E‖(z) =

ˆ
dEz

(
z, z′

)
=

Q

4πε0γ2

ˆ
dz′λ

(
z′
) z − z′

|z − z′|3
(11.18)

当 z → z′ 时，以上积分发散，因为分母 |z − z′| 存在奇点 (singularity) z = z′。追溯原因，

会发现正是 thin beam approximation 这个“有瑕疵”的近似导致！回忆一下，其实这类发散

问题在大二电磁学课堂求解无穷长线电荷密度 λ 周围的电场时也发生过。解决这个问题

的办法之一，就是引入有限尺寸的横向分布，不再采用 x ≈ 0, y ≈ 0 近似。因此，如果要

继续推进上面的纵向空间电荷场的积分，我们需要重新构建 dEz。现在考虑束团具有横

向有限尺寸为圆形 (半径为 a)，电荷密度在横向为均匀分布 λ⊥ = q
πa2，其中，q 为薄圆

盘电荷 (不是束团整体电荷)，则在横向 ρ至 ρ+ dρ范围内，电荷有

dq = λ⊥ × dA⊥ =
q

πa2
× 2πρdρ (11.19)
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11.2 空间电荷场

接着，利用大二静电场学过的薄带电圆环，在中心轴上产生的电场有

dEz(ρ) =
dq

4πε0γ2
z − z′

[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2 =
2qρdρ

4πε0γ2a2
z − z′

[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2 (11.20)

积分从 ρ = 0 至 ρ = a，得到

dEz =
2q

a2
1

4πε0γ2

ˆ a

0
ρdρ

z − z′
[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2 =
2q

a2
1

4πε0

− (z − z′)
[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]1/2

∣∣∣∣∣∣∣

ρ=a

ρ=0

=
2q

a2
(z − z′)

4πε0




−1

[
(z − z′)2 + a2

γ2

]1/2 +
1

|z − z′|





(11.21)

其中，q 为薄圆盘电荷 (不是束团整体电荷)。整体束团电荷 Q 与 q 的关系可用纵向一维

线密度表示，即 q = Qλ(z)dz。于是，束团整体在 z 位置的电场按叠加原理有

E‖(z) =

ˆ
dEz

(
z, z′

)
=

Q

4πε0γ2

ˆ
dz′λ

(
z′
) z − z′

|z − z′|3
⇐ z → z′ 为奇点

→ − Q

4πε0

2

a2

ˆ ∞

−∞
dz′λ

(
z′
) (

z − z′
)


 1√
a2

γ2 + (z − z′)2
− 1

|z − z′|



 (11.22)

现在，此式当 z → z′ 时已经不存在奇点，积分式收敛。考虑两个极端情况：

当 a$ γσz 时，

1
[
(z − z′)2 + a2

γ2

]1/2 ≈
1

|z − z′|

(
1− a2

2γ2 (z − z′)2

)
(11.23)

因此，有

E‖ ≈ −
2Q

4πε0a2

ˆ ∞

−∞
dz′λ(z′)

(
z − z′

) [ 1

|z − z′|

(
1− a2

2γ2 (z − z′)2

)
− 1

|z − z′|

]

=
2Q

4πε0a2

ˆ ∞

−∞
dz′λ(z′) sgn

(
z − z′

) a2

2γ2 (z − z′)2

(11.24)
当 a. γσz 时，

1
[
(z − z′)2 + a2

γ2

]1/2 → 0 (11.25)

因此，有

E‖ =
2Q

4πε0a2

ˆ ∞

−∞
dz′λ(z′) sgn

(
z − z′

)
(11.26)

根据图 11.5，对 thin beam 情况，即 a$ γσz，积分式也可以近似写为

Ez ∼
1

4πε0

Q

γ2σ2z
log

γσz
a

(11.27)

虽然此式在 a→ 0 的渐进形式最终仍然发散，但通过以上分析，我们可以看出更多：此

发散为对数形式发散，相对而言属于弱发散。

到目前为止，我们已经推导得到了束团内某个位置的横向与纵向空间电荷场的数学
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11.2 空间电荷场

图 11.5: 高斯分布束团 λ(z) = 1√
2πσz

e
− z2

2σ2
z 的纵向电场对 z 坐标的函数依存关系，在不同横向位

置的依赖关系。这里 z > 0 表示束团头部，z < 0 则为束团尾部。

表示式，有

Eρ(z, ρ) =

ˆ
dEρ

(
z, z′, ρ

)
=

Qρ

4πε0γ2

ˆ ∞

−∞

λ (z′) dz′
[
(z − z′)2 + ρ2

γ2

]3/2

E‖(z) =

ˆ
dEz

(
z, z′

)
=

Q

4πε0γ2

ˆ ∞

−∞
dz′λ

(
z′
) z − z′

|z − z′|3

(11.28)

可以看到，E‖(z) ∝ (z − z′)，即束团内 z > 0 的头部粒子感受到束团整体给予一往前推

力，使头部粒子获得些能量；束团内 z < 0 的尾部粒子感受到束团整体给予一往后推力，

使尾部粒子失去些能量。束团整体能量不变；此空间电荷场视为束团内部的自场。此外，

Eρ(z, ρ) ∝ ρ，即无论束团内的头部或尾部粒子都感受到横向外推力：空间电荷场对束团

横向影响可视为 xy 同时散焦。

" 练习 11.5 对空间电荷场的理论计算感兴趣的读者，不妨试着推导以上结果。 "

" 练习 11.6 利用 MATLAB 或 Mathematica 画出图 11.4与图 11.5结果。 "

" 练习 11.7 上面的分析考虑了一维线束团，采用 thin beam approximation。为避免发散，用

了横向均匀分布的束团。考虑如下三维高斯束团，并重复以上分析。

ρ(x, y, z) =
Q

(2π)3/2σxσyσz
e−x2/2σ2

x−y2/2σ2
y−z2/2σ2

z

"
解 参考 Stupakov and Penn 一书的 §11.4。 "
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11.2 空间电荷场

" 练习 11.8 以上讨论假设束团在自由空间中传输。考虑束团在理想导体、圆柱对称、半径 b

的金属管道中传输，试着推导 Eρ(z, ρ), E‖(z, ρ)。当理想导体换为有限电导率导体时，将

是下一节要介绍的计算。 "

" 练习 11.9 接续上题，考虑束团在全高 2h 的理想导体平行板，试着推导 Ex, Ey, E‖。 "

" 练习 11.10 再续上题，考虑束团在 2a×2b的矩形、理想导体平行板，试着推导Ex, Ey, E‖。

"

极端相对论粒子产生的电磁场≈均匀平面电磁波 以上讨论了相对论粒子产生的空间电

荷场，给出

E =
1

4πε0

qr

γ2R3
, B =

1

c2
v ×E (11.29)

其中，

r = (x, y, s− vt), R =
√
(s− vt)2 + γ−2 (x2 + y2) (11.30)

当 γ →∞时，场分布就像是 δ 函数，有

E =
1

4πε0

2qρ

ρ2
δ(s− ct), B =

1

c
ẑ×E (11.31)

将 δ 函数以傅里叶变换展开后，每个频率成分就像单频的均匀平面电磁波，即 TEM 波

(参考 §1.9)。

极端相对论粒子产生的空间电荷场对一测试粒子的响应就好比均匀平面电磁波对一

测试粒子的响应。以此比拟为进一步分析的方法称 Weizsacker-Williams 近似 (Weizsacker-
Williams approximation)，又称虚光子法 (method of virtual quanta) 或等效光子近似 (equiv-
alent photon approximation)。此分析思路适用于高频响应分析。对 Weizsacker-Williams 近

似感兴趣的读者，可参考 J.D. Jackson 一书的 §15.4 或 C. Brau 一书的 §5.2。

11.2.1 束内散射效应与 Touschek 效应

上面我们主要讨论了空间电荷场的计算，适用于描述粒子间距长于 Debye 长度的情

况。短于 Debye 长度内的物理效应还有束内散射效应与 Touschek 效应。细节此处不论，

如下总结其定性描述与常用公式。

定义 11.3. 束内散射效应 (intrabeam scattering, IBS)
束团内每个粒子携带电荷，因此，彼此间存在交互作用。除了长程、平均场的空

间电荷作用外，对束团内某一粒子，存在 中距离、小角度、多次散射 产生的效应，
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11.2 空间电荷场

#

称束内散射效应 (IBS)。每次碰撞导致束团内粒子之间小部分动量交换，可能发生

在不同维度 (px, py, pz) 间。一般而言，IBS 过程为缓变过程，将造成束团发射度增

加、能散增加、束团拉伸等。

定理 11.3. IBS 估算公式

假设束团为高斯分布，x, y 间没有耦合，传输段允许存在色散，假设纵向为弱聚焦，

则有如下修正的 Piwinski 公式a,b

1

Ti
=

1

ε1/2i

dε1/2i

dt
=

1

2εi

dεi
dt

(11.32)

其中，i = x, y, z，εi 为各方向的几何发射度。对纵向而言，还可以写成如下较熟

悉的形式
1

Tz
=

1

σδ

dσδ
dt

(11.33)

修正的 Piwinski 公式 (modified Piwinski formula) 为

1

Tx
= A×

〈
f

(
1

ã
,
b̃

ã
,
q̃

ã

)
+

H2
xσ

2
h

εx
f
(
ã, b̃, q̃

)〉

1

Ty
= A×

〈
f

(
1

b̃
,
ã

b̃
,
q̃

b̃

)
+

H2
yσ

2
h

εy
f
(
ã, b̃, q̃

)〉

1

Tz
= A×

〈
σ2h
σ2δ

f
(
ã, b̃, q̃

)〉

(11.34)

其中，

A =
πr20cNb

8γ0Γ
,

1

σ2h
=

1

σ2δ
+

H2
x

εx
+

H2
y

εy

Hx = γxη
2
x + 2αxηxηpx + βxη

2
px

Hy = γyη
2
y + 2αyηyηpy + βyη

2
py

ã =
σh
γ0

√
βx
εx

, b̃ =
σh
γ0

√
βy
εy

, q̃ = β0σh

√
2d

r0

f
(
ã, b̃, q̃

)
= 8π

ˆ 1

0
(log)P

1− 3u2

P̃ Q̃
du

(log)P ≈ 2 ln

(
q̃

2

(
1

P̃
+

1

Q̃

))
− 0.577

P̃ 2 = ã2 +
(
1− ã2

)
u2

Q̃2 = b̃2 +
(
1− b̃2

)
u2

Γ = 8π3β30γ
3
0εxεyεz

(11.35)

〈· · · 〉为对加速器传输段或储存环周长做平均

Γ 为束团六维相空间体积，定义为

Γ =
∏

i=x,y,z

ˆ 2π

0
dφi

ˆ ∞

0
dJiβ0γ0e

−Ji/εi = 8π3β30γ
3
0εxεyεz (11.36)
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#

Nb 为束团总粒子数

β0, γ0 为洛伦兹相对论因子，c 为光速

βx,y,αx,y, γx,y 为 Courant-Snyder 参量，εx,y,z 为 (即时的) 束团几何发射度

ηx,y 为色散函数

r0 =
e2

4πε0mc2 为粒子经典半径，对电子而言，有 r0 = 2.81794× 10−15 m

d 为冲击参数 (impact parameter) 最大值，表征粒子-粒子间的碰撞距离。一般

取束团横向尺寸的较小值，即 d = min(σx,σy)

注意到，纵向增长率 T−1
z 只有一项，而横向增长率 T−1

x,y 则含有两项，其中，第一

项为束团本身的有限横向发射度的直接影响，第二项则与色散 ηx,y 及纵向贡献 (通
过 Hx,y) 有关。回忆 §7.10 介绍过的关于 Hx,y 的物理图像，横向增长率的第二项

效应非常类似于同步辐射量子激发效应，即纵向的粒子小角度、多次散射导致能

量改变，此能量改变可能通过在加速器中某个存在色散 (ηx,y 或 ηpx,py ) 的位置，耦

合到横向维度，对 T−1
x,y 造成影响。

注 IBS 的完整推导过程非常困难、复杂。对细节讨论或推导感兴趣的读者，可参

考 A. Wolski 一书的 Chapter 13。

证明 原始论文与推导可参考 A. Piwinski, Intra-Beam Scattering in Presence of Linear
Coupling, Report No. DESY 90-113 (1990). https://lib-extopc.kek.jp/pre

prints/PDF/1990/9012/9012074.pdf、J.D. Bjorken and S.K. Mtingwa, Intrabeam
scattering, Part. Accel. 13, 115-143 (1983). https://inspirehep.net/literatur

e/180068、高能近似的简化公式可参考K.L.F. Bane, A Simplified Model of Intrabeam
Scattering, Proceedings of EPAC 2002, Paris, France (WEPRI120). https://accelcon
f.web.cern.ch/e02/PAPERS/WEPRI120.pdf

a此处援引修正的 Piwinski 公式，最初由 K.L.F. Bane 给出。相较于原始的 Piwinski 公式，形式上非常
接近，但是修正后的式子更具应用性。

b还有另一个等价形式，基于量子场论分析，以散射矩阵 (scattering matrix) 表示，称 Bjorken-Mtingwa
公式，此处不论。

性质 11.1. 几个基于 Piwinski 理论的特性

根据 Piwinski 理论，可以证明有以下恒等式

f
(
ã, b̃, q̃

)
+

1

ã2
f

(
1

ã
,
b̃

ã
,
q̃

ã

)
+

1

b̃2
f

(
1

b̃
,
ã

b̃
,
q̃

b̃

)
= 0 (11.37)

忽略同步辐射效应与其它除了 IBS 以外的效应，可以进一步得到三个维度的发射

度 εx,y,z 满足
〈

1

βx

〉
εx +

〈
1

βy

〉
εy +

(
1

γ20
−
〈
η2x
β2x

〉
−
〈
η2y
β2y

〉)
εz = 常数 (11.38)
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#

其中，〈· · · 〉表示对储存环周长做平均。

证明 略。感兴趣的读者可参考 Piwinski原始论文或 A. Wolski教科书。

!
笔记 思考一下，这个恒等式能给出什么物理图像?

已知束团发射度 εx,y,z > 0，如果系数
(

1
γ20
−
〈
η2x
β2
x

〉
−
〈
η2y
β2
y

〉)
> 0，因为 βx,y > 0，则

存在一个解使得三个方向的束团发射度均有界。如果系数
(

1
γ20
−
〈
η2x
β2
x

〉
−
〈
η2y
β2
y

〉)
< 0，则

可能存在至少某个维度的发射度无限制增长的情况。兹举一例说明，由 §7.10 知
〈
η2x
β2x

〉
≈ 1

ν2x
(11.39)

考虑由 FODO 磁聚焦结构形成的周期传输段，由 §8.1，有 ν−2
x ≈ αc ≈ η + γ−2，即

1

γ20
−
〈
η2x
β2x

〉
≈ 1

γ20
− αc = −η (11.40)

对平面加速器，〈βx〉 ≈ ρ/νx，忽略 y 方向 ηy 的影响，有
1

ρ
(νxεx + νyεy)− ηεz = 常数 (11.41)

于是，当 below transition 时 (η < 0)，发射度存在有界解；当 above transition 时 (η > 0)，至

少一个维度发射度可能无限制增长。无奈一般情况下，储存环一般操作在 above transition，
所以看似束团发射度将可能无限制增长。但是，注意到，上面分析忽略了同步辐射效应。

幸运的是，同步辐射阻尼效应往往能够缓解 IBS 增长。由 §8.3、§8.4 介绍过的内容，可

以在同步辐射阻尼方程中加入 IBS 效应项进行分析
dεi
dt

=
2

τi
(εi0 − εi) +

2

Ti
εi (11.42)

其中，τi 为同步辐射阻尼时间，Ti 为束内散射增长时间，εi0 为仅考虑同步辐射效应时的

平衡发射度。假设如果存在新平衡时的发射度，写作 εi1，则有
2

τi
(εi0 − εi1) +

2

Ti
εi1 = 0 ⇒ εi1 =

εi0
1− τi

Ti

(11.43)

其中，εi0 为排除 IBS，仅考虑同步辐射阻尼效应与量子激发效应后的旧平衡解。求解此

方程需要伴随上面修正的 Piwinski 公式迭代求解。一般情况下，考虑同步辐射阻尼效应

后，IBS 导致的束团增长已经相对缓慢。因此，除非对于极低发射度储存环，一般 IBS 效

应不会太严重。

注 一般来说，质子同步加速器的 IBS 增长率较电子同步加速器的 IBS 增长率小，或

增长时间较长。对质子同步加速器，IBS 增长时间可能是以“小时”计；对电子同步加速

器，IBS 增长时间可能是“分钟”量级，与能量有关。关于电子同步加速器的 IBS 测量，可

参考 K. Tian et al., Low-Energy Intrabeam Scattering Measurements at the SPEAR3 Stor-
age Ring, The 5th International Particle Accelerator Conference, IPAC 2014 (MOPRO104).
https://accelconf.web.cern.ch/ipac2014/papers/mopro104.pdf。
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11.2 空间电荷场

!
笔记 缓解电子同步加速器的束内散射效应的几个可能方案：

适当提升粒子参考能量⇒增长率 ∝ A ∝ γ−1
0 ，由于存在同步辐射效应，能量应适

当选取，不宜太高。

降低束团电流 ⇒ 在储存环中安装高次谐波腔 (higher harmonic cavity, HHC)，使拉

伸平衡时的束长。HHC 腔有时又称朗道谐振腔 (Landau cavity)。
安装阻尼扭摆器 (damping wiggler) 增加辐射阻尼率以抵抗束内散射增长。

采用圆束团 (round beam)⇒一般 (三代) 同步辐射储存环的束团为扁束团 (flat beam)，
横向 y 方向容易受束内散射效应而增加发射度。采用圆束团方案能有效缓解，但需

要适当设计磁聚焦结构传输段。

定义 11.4. Touschek 效应 (Touschek effect)

#

束团内每个粒子携带电荷，因此，彼此间存在交互作用。除了长程、平均场的空

间电荷作用外，对束团内某一粒子，存在 近距离、大角度、单次散射 产生的效应，

称 Touscheka效应。单次碰撞即可能导致束团内粒子较大的动量改变，跳出加速器

设计的能量接收 (energy acceptance) 范围，造成束团粒子丢失等。

aBruno Touschek 同时也是世界上第一台正负电子对撞机的发起人。

定理 11.4. Touschek 寿命估算公式

假设束团为高斯分布，xy 间没有耦合，且束团不在 D #= 0 的净色散段，由于 Tou-
schek 效应导致的束团粒子丢失可用单位时间内束团粒子数 dNb/dt 评估，有

dNb

dt
= −

N2
b β

3
0cr

2
0

8πγ20σxσyσzδ
3
max

D(ξ) (11.44)

其中，无量纲参数 ξ = δ2maxβx
β2
0γ

2
0εx

，D(ξ) 称为 Touschek 函数

D(ξ) = ξ3/2
ˆ ∞

ξ

e−u

u2

(
u

ξ
− 1− 1

2
ln

(
u

ξ

))
du (11.45)

函数通过数值积分得到，形如图 11.6。
δmax 为能量接受度 (energy acceptance)，通常为纵向相空间“高度”(bucket
height)a或是动力学能量接受度，取两者较小值为 δmax

Nb 为束团内即时粒子数

β0, γ0 为洛伦兹相对论因子，c 为光速

βx, εx 为束团的 Courant-Snyder 参数与几何发射度

σx,y,z 为束团横纵向尺寸 (rms，假设高斯分布)
r0 =

e2

4πε0mc2 为粒子经典半径，对电子而言，有 r0 = re = 2.81794× 10−15 m

Touschek 寿命定义为

1

τT
= − 1

Nb

dNb

dt
=

Nbβ30cr
2
0

8πγ20σxσyσzδ
3
max

D(ξ) (11.46)
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#

注意到，此粒子数衰减率仍存在随束团内 (即时的) 粒子数Nb 的依赖关系。对传统

储存环而言，在真空管道中的残余气体散射可能是决定束团寿命的主要因素。但

是，近年随着相关技术发展，对更低发射度电子储存环而言，Touschek 效应已经成

为决定束团寿命的主要因素。由于诸多因素局限，能够调控 Touschek 寿命的参数

不多，一般为拉伸束长 (使 RF bucket 更宽，如安装高次谐波腔b) 或提高能量接受

度 (使 RF bucket 更高)。提高能量接受度较有效，但这两项操作某种程度上将互相

抵触，所以需要全面优化、权衡。

注对高亮度电子储存环，Touschek 寿命的数量级约几个小时。残余气体散射可以控

制到数十小时。对同步辐射用户，一般实验站可能要求数小时的稳定同步辐射光束

供应。一般来说，≥ 3%的能量接受度 (energy acceptance) 能够保证合理的 Touschek
寿命。Touschek 寿命在不同类型加速器可能很不一样，对对撞机，Touschek 寿命可

能短地多 (如：分钟量级)。

注对细节讨论或推导感兴趣的读者，可参考 A. Wolski 一书的 Chapter 13。对存在

xy 耦合或色散的一般情况，结果复杂地多，分析可参考 A. Piwinski, The Touschek
effect in strong focusing storage rings, Tech. Rep. DESY 98-179, DESY, Hamburg,
Germany (1998). https://arxiv.org/pdf/physics/9903034.pdf

证明 原始论文可参考C. Bernardini, G. F. Corazza, G. Di Giugno, G. Ghigo, J. Haissin-
ski, P. Marin, R. Querzoli, and B. Touschek, Lifetime and Beam Size in a Storage Ring,
Phys. Rev. Lett. 10, 407 (1963). https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1
103/PhysRevLett.10.407

a有时又称 RF 接受度，写成 δRF。
b储存环中如果安装高次谐波腔 (又称朗道谐振腔)，则环里将包含一个主腔 (fundamental RF cavity)，一
个谐波腔。两个腔的纵向相空间拓扑结构与一个主腔不一样，可视为两个 RF bucket 的融合。当条件
适当时，能够使束团所处的 bucket 更宽，同时可能引致更大的同步振荡频散 (frequency spread)。高
次谐波腔可再细分主动腔 (active HHC) 或被动腔 (passive HHC)，主动腔能够满足束长拉伸的最优条
件，被动腔只能部分满足最优条件，各有优缺。对双 RF 腔储存环动力学感兴趣的读者，可参考 S.Y.
Lee 一书的 Chapter 3, §V.6。

!
笔记 有关 IBS 与 Touschek 效应的综述讨论与一些历史背景介绍，可参考 Anton Piwinski,
James D. Bjorken, and Sekazi K. Mtingwa, Phys. Rev. Accel. Beams 21, 114801 (2018).
https://journals.aps.org/prab/pdf/10.1103/PhysRevAccelBeams.21.114801

!
笔记 已知高次谐波腔能够有效拉伸束长与增加同步振荡频率。前者能增加束团 Touschek
寿命与缓解束内散射；后者能抑制单束团纵向集体效应。作为半开放问题，高次谐波腔

的存在是否能抑制横向集体效应?
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图 11.6: Touschek 函数。左图为线性标度，右图为双对数标度。

!
笔记 一个值得思考的问题：束流稳定性 (stability) 与束流寿命 (lifetime) 乍看之下似乎追

求的目标是一致：束流越稳定，其寿命就越长。但从工程设计上来说，这两个概念是否

一致、还是存在可能的矛盾? 留意，为了增强束流稳定性，有时候需要在加速器中安装

反馈系统 (feedback system，参考 §12.4)。由前面讨论知道，通过安装高次谐波腔拉伸束

长可以增加 Touschek 寿命。但是，高次谐波腔与反馈系统不完全兼容，在一定程度上需

要相互调解。因此，从工程设计的角度看，束流稳定性与寿命谁应优先 (优化)，有时候

需要根据不同机器参数进一步评估。

回顾一下，这一节主体介绍的是束团内空间电荷场的计算，对应到三无定理的第 1
种不完美情况，不考虑有限真空管壁边界，因此默认满足第 2、3 种完美假设。由推导的

空间电荷场结果知，当 γ →∞时，Eρ,z → 0。此结果符合预期，因为当 γ →∞时，束

团内每个粒子产生的库仑场都像是一张无限薄的松饼一样，因此不影响临近粒子。但是，

实际上粒子速度 v < c，松饼不再是无限薄，而存在 ∼ a/γ 横向厚度，因此多少会影响

临近粒子。

11.2.2 浅谈：结晶束

这一节介绍了空间电荷场、束内散射、Touschek 散射，本质上为束团内带电粒子间

的库仑场。结合束团内粒子间的库仑场与第 7、8 章介绍的单粒子横纵向动力学，我们大

概建立了“束团粒子动力学”的一个物理图像：许多粒子在加速器中沿着设计轨迹，相对

于参考粒子进行振荡运动。在实验室坐标如此，在参考粒子的静止坐标也有类似的图像。

外部磁场 (比如，四极铁) 或外部电场 (比如，加速腔) 作为聚焦源，束团的库仑场则产生

抵抗外部场的散焦源。有没有可能存在一种状态 — 可能在一个维度或者多个维度，当外

部聚焦源与内部散焦源恰好抵消呢? 可能。当满足一定条件时，存在这种状态，此时的

束团又称结晶束 (crystalline beam)。
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定义 11.5. 结晶束

#

一般为离子束。在储存环加速器中，粒子的运动由外部电场和磁场约束。相对于

参考粒子，当粒子在储存环中的相对运动停止时，类似于晶体晶格 (crystal lattice)
中的原子，此时束团称结晶束。结晶束可能产生前所未有的高亮度束流。

定理 11.5. 形成结晶束的必要条件

#

在储存环中，形成多维结晶束的必要条件包含：

交变梯度储存环运行在 below transition (滑相因子 η < 0)
磁聚焦结构的重复周期数至少比束团内粒子的最大 betatron tune 大 2

√
2 倍以

上。一般大 4 倍更好。

以上第一个条件的由来与粒子在弯转过程的库仑交互作用有关。第二个条件是为

了避开声子 (phonon) 振荡模式a与磁聚焦结构重复周期数的“共振”。如果束团只形

成一维结晶，则第二个条件可适当放宽。

证明 参考 J. Wei, H. Okamoto, and A.M. Sessler, Necessary Conditions for Attaining a
Crystalline Beam, Phys. Rev. Lett. 80, 2606 (1998). https://doi.org/10.1103/Ph
ysRevLett.80.2606

a声子振荡模式与束团的结晶结构相关。

要形成结晶束，需要对束团进行冷却 (参考 §8.3.4)。结晶束最初在 1980 年代在新

西伯利亚 (Novosibirsk) 实验室首次被观测到，当时采用电子冷却 (electron cooling) 技术。

要存储结晶束需要精心设计储存环的聚焦结构，包含横向与纵向。一般来说，通过采用

分子动力学 (molecular dynamics, MD) 方法研究结晶束的运动行为，要求对束团内粒子

间的库仑场具备精确的数值计算。任何外部非理想的聚焦源都可能“加热”结晶束，因此，

如果要长时间存储结晶束，需要有效的束团冷却技术。关于结晶束的更多讨论，包含各

种冷却技术、结晶束应用等，此处不论。感兴趣的读者可参考 U. Schramm and D. Habs,
Crystalline ion beams, Progress in Particle and Nuclear Physics 53, Issue 2, 583-677 (2004).
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2004.03.002
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11.3 有限电导率圆柱金属真空管的电磁场计算

又称圆柱金属真空管的电阻壁 (resistive wall) 或阻抗壁电磁场计算。简化起见，既然

考虑了第 2 种不完美情况，就仍假设 1、3 是完美情况，即粒子速度 v = c、真空管壁完

全光滑。

前面第 1 章学过，考虑一侧为理想导体、一侧为理想电介质情况，由法拉第定律知，

对时变场而言，如果知道切线方向边界条件 Et = 0，则法向边界条件 Bn = 0 可以获得。

此结果为在实验室静止坐标的描述，在与束团质心共同前进的坐标系 (beam frame) 是否

成立? 利用洛伦兹变换知，在 beam frame 不再有磁场，而在 beam frame 的电场仍然满

足10E′
t = 0。所以，在 beam frame 与在实验室静止坐标均有在分界面上切向电场为零的

结论；但是法向 (时变) 磁场为零的条件在 beam frame 不需要，因没有磁场，自动成立。

这是理想导体的结果。如果不是理想导体，分析将在 频域 处理，则分界面边界条件应该

推广，§1.3 介绍过，有 Leontovich 边界条件，此处总结如下：

定理 11.6. 电磁场分界面边界条件：有限电导率情况

#

又称 Leontovich 边界条件。当一侧为理想电介质，一侧为有限电导率 σ 的金属导

体时，导体侧不再是E = H = 0。在分界面两侧，切向电场与切向磁场皆连续。在

包含分界面上与导体侧内，切向电场与切向磁场满足以下 Leontovich 边界条件

Ẽt = ζ(ω)H̃t × n (11.47)

其中，

n 为理想介质指向导体的单位向量

ζ(ω) 称表面阻抗 (surface impedance)a

ζ(ω) = Zs/Z0 = −
ik

σ
= [1− i sgn(ω)]

√
Z0|ω|
2cσ

(11.48)

sgn(ω) 为符号函数 (sign function)，根据宗量正负，取值分别为 ±1

证明 参考 G. Stupakov and G. Penn, Classical Mechanics and Electromagnetism in
Accelerator Physics, Springer (2018), §12.1.
注对于理想导体情况，σ →∞，则 ζ → 0，有 E = 0。

注这里的 Leontovich 边界条件是在频域表示的时谐形式，在时域的瞬时表示需要

连同场一起做逆傅里叶变换。

注以上 Leontovich 边界条件为 SI/MKS 单位制表示。如果是 CGS/高斯单位制，则

写成 Ẽt = ζ(ω)H̃t × n，其中，ζ(ω) = [1− i sgn(ω)]
√

|ω|
8πσ。

a有些文献称 ζ 为表面阻抗，有些则称 Zs 为表面阻抗，宜留意。

10这里的 ′ 不是微分，只是表示与束团共同移动的坐标系 (beam frame)。
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必要的工具齐备之后，现在考虑计算有限电导率圆柱金属真空管的电磁场，参考

图 11.7，源粒子 q1 与测试粒子 q2 经过一段结构均匀、有限导电率的圆柱金属真空管。

束团整体往右方以 v = c 前进，管壁半径为 b，电导率 σ。现在想要计算 q1 作用在 q2 上

的纵向电场 Ez，假设彼此间距 s 固定，希望求得的场表示成 s 的函数，即 Ez(s, t) 或写

成 Ez(z = s− ct)。

图 11.7: 源粒子 q1 与测试粒子 q2 经过一段结构均匀、有限导电率的圆柱金属真空管。束团整体
往右方以 v = c 前进，管壁半径为 b，电导率 σ。注意，这里的局域 z 坐标与全域 s 坐标满足
z = s− ct。作为源粒子后方的测试粒子，恒有 z < 0。

当金属为理想导体时，形同没有管壁的情况，管道真空的电磁场就如前面自由空间

电荷场一样，为11

Eρ(ρ, s, t) = Eρ(ρ, z) =
1

4πε0

2q1
ρ
δ(s− ct)

Bθ(ρ, s, t) = Bθ(ρ, z) =
1

4πε0

2q1
cρ
δ(s− ct)

(11.49)

但是，我们现在要分析的对象不是无边界的自由空间，而是存在半径 b 的有限电导率的

金属真空管道中的电场。怎么做? 首先，因为是有限电导率，我们准备采用 Leontovich 边

界条件，所以必须先将电磁场从时域转换到频域。将上式做傅里叶变换，利用定义12

Bθ(ρ, z) =
1

2πc

ˆ ∞

−∞
dωB̃θ(ρ,ω)e

iωz/c ⇔ B̃θ(ρ,ω) =

ˆ ∞

−∞
dzBθ(ρ, z)e

−iωz/c (11.50)

其中，z = s− ct，则有

B̃θ(ρ,ω) =
1

4πε0c

2q1
ρ

(11.51)

好，现在有了 B̃θ 之后，怎么求 Ez? 代 Leontovich 边界条件。回忆一下，这里的 B̃θ

是基于无边界的自由空间电荷场。这么做是一种近似。片刻思考后，会发现，对无边界

的自由空间或是有边界的金属真空管道，在管壁附近的磁场行为其实非常类似：理想导

体边界要求满足的磁场边界条件 Bn = 0 完美成立。或者说，此分析采取的思路如下：

11这里的 δ 是 Dirac delta 函数，不是能量偏差坐标。此外，这里有 z = s− ct。

12或利用 δ 函数的积分公式

δ(z) = δ(s− ct) =
1

2πc

ˆ ∞

−∞
dωe−iω(t−s/c)
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无边界自由空间的磁场 = 理想导体边界的磁场 ≈有限电导率导体边界的磁场 。

对理想导体，有 σ−1 = 0。由于一般金属电导率虽不是无限大，但其倒数 σ−1 $ 1

已经可以视为小量。因此，上述思路也可视为一种微扰方法。现在得到有限电导率导体

边界的磁场之后，电场可以根据 Leontovich 边界条件得到，有

Ẽz

∣∣∣
ρ=b

= −ζ(ω)B̃θ(b)
µ0

= −[1− i sgn(ω)]

√
Z0|ω|
2cσ

c

4π

2q1
b

(11.52)

这是在有限电导率导体边界面上的电场。我们的最终目标是求解真空管道内中空区

域 — 特别是轴心区域 — 的电场。因此，我们需要一个场方程。在圆柱坐标系下，有13

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂Ez

∂ρ
+
∂2Ez

∂s2
− 1

c2
∂2Ez

∂t2
= 0 (11.53)

注意，这是时域方程，按傅里叶变换到频域14，有

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂Ẽz

∂ρ
= 0 (11.54)

其解有

Ẽz(ρ) = C1 + C2 ln ρ (11.55)

轴心 ρ = 0 处电场不该发散，于是要求 C2 = 0，因此，

Ẽz(ρ) = C1 ≡ Ẽz(ρ = b) (11.56)

或

Ẽz(ρ) = −[1− i sgn(ω)]

√
Z0|ω|
2cσ

c

4π

2q1
b

(11.57)

一般来说，定义单位长度纵向阻抗为 Z‖(ω) ≡ Ẽz/q1。后面将给出阻抗函数的正式定义。

此式表征真空管道内中空区域的纵向电场在不同半径处是均匀的。上式为频域表示式，

利用逆傅里叶变换，时域表示式可写为

Ez(z) =
1

2πc

ˆ ∞

−∞
dωẼze

−iω(t−s/c) =

√
Z0

2cσ

q1
4π2b

ˆ ∞

−∞
dω[i sgn(ω)− 1]

√
|ω|e−iω(t−s/c)

(11.58)
敏锐的读者或许能看出来，积分项中的

√
|ω| 将使积分发散。

!
笔记 怎么办? 分析就在这停下来了? 数值积分行不行?

数值积分或解析积分从根本上说并没有改变这个积分的本质。即使如此，我们还是

能近似地做这个积分，采用如下技巧ˆ ∞

−∞
dω[i sgn(ω)− 1]

√
|ω|e−iω(t−s/c) →

ˆ ∞

−∞
dω[i sgn(ω)− 1]

√
|ω|e−iω(t−s/c)e−ε|ω|

(11.59)
其中，令 ε > 0。如果此积分能做，那么做出来之后，再取极限 ε→ 0，即 这 是 复 变 函

数积分。
13留意，讲义第 1 章 (§1.2) 介绍波方程时，圆柱坐标的 z 在变换到 Frenet-Serret 坐标系时，不再是束团局域坐
标 z，而是 s，为加速器路径长度的全域坐标。

14利用

Ez(s, t) = Ez(z = s− ct) =
1
2π

ˆ ∞

−∞
dkẼze

ikz
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lim
ε→0

ˆ ∞

−∞
dω[i sgn(ω)− 1]

√
|ω|e−iωξ−ε|ω| =

√
2π

ξ3/2
H(ξ), ξ = t− s

c
= −z

c
(11.60)

其中，H 为单位步阶函数 (unit step function)。于是，时域的电场表示式可写成

Ez(z) =

√
Z0

2cσ

q1
4π2b

√
2π

(−z/c)3/2
H(−z/c) = q1c

4π3/2b

√
Z0

σ(−z)3H(−z) ∝ 1

|z|3/2
(11.61)

其中，z < 0。

" 练习 11.11 试着完成上面复变函数积分。 "
解 此积分可以通过划定并绕开分支切割后，在复平面积分。也可以通过以下积分公式求

得： ˆ ∞

0
dx
√
xe±ixξ±εx =

√
π

2

1

(∓ε∓ iξ)3/2

ˆ ∞

0
dx
√
xeixξ−εx =

√
π

2

1

(ε− iξ)3/2

"

!
笔记 以上积分技巧先引入 ε，然后让 ε→ 0。似乎等同于将 ω → ω+ iε。思考一下，此代

换与处理朗道阻尼效应的方式是否一致?

到此为止，我们得到了单位长度在源粒子后方 z 处 (z < 0) 的测试粒子感受到的电阻

壁纵向电场时域表示式。一般来说，定义单位长度纵向尾场为 W‖ ≡ −Ez/q1。后面将给

出尾场的正式定义。对比一下上一节介绍的空间电荷场，Ez ∼ 1
4πε0

Q
γ2σ2

z
log γσz

a ∝ 1/γ2，

可以发现，当粒子能量越高时，空间电荷场贡献越小，但电阻壁尾场不变，相对而言对

束团的影响也就越大。

结束这一小节前，回顾一下以上分析所采取的思路。尽管这里的电场已经是考虑了

有限电导率金属管道的电场，但这里的磁场仍是理想导体边界的磁场，或者，仍是无边

界自由空间的磁场。对无边界自由空间，磁场来源就是束团本身产生的。对有限电导率

金属管道，导体表面存在非零切向电场 Ez，此电场为时变场，随时间改变的时候就有位

移电流 JD = ε0∂Ez/∂t，就会贡献额外磁场。明显地，只有当位移电流 $ 束团电流时，

位移电流引起的磁场才能忽略，以上分析才成立。以前大二电磁学课堂学过，位移电流

∂/∂t↔ −iω 与频率成正比，因此，当尾场越高频时，以上分析就越不适用。

现在，应用以上结果，考虑有一电荷量 Q、rms 束长 σz 的一维纵向高斯束团 λ(z)，

当经过半径 b 金属真空管道时，估算束团整体单位长度损失的能量。先改写源电荷 q1 →
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Qλ(z′)dz′，则前面结果可写成

dEz(z) =
Qλ(z′)dz′ c

4π3/2b

√
Z0

σ
|z|−3/2H(−z) (11.62)

其中，z′ 为源粒子坐标。对测试粒子来说，写为 z2，任何在其前方的源粒子的贡献都需

要加总，则有

Ez (z2) =
Qc

4π3/2b

√
Z0

σ

ˆ ∞

z2

dζλ (ζ) (ζ − z2)
−3/2

=
Qc

2π3/2b

√
Z0

σ

ˆ ∞

z2

dζλ′ (ζ) (ζ − z2)
−1/2

(11.63)

其中，第二个等号采用分部积分 (integration by parts)15，′表示对 ζ 的一阶微分。对高斯

分布束团 λ(z) = (2π)−1/2σ−1
z e−z2/2σ2

z，束团整体经过单位长度而损失的能量可以写为

dE
ds

= q

ˆ ∞

−∞
dzEz (z)λ (z)

=
qQc

2π3/2b

√
Z0

σ

ˆ ∞

−∞
dzλ (z)

ˆ ∞

z
dζλ′ (ζ) (ζ − z)−1/2

= − qQc

25/2π2bσ3/2z

√
Z0

σ
Γ

(
3

4

)
(11.64)

其中，最后一步用到了如下积分公式ˆ ∞

0
t1/2e−t2/4dt =

√
2Γ

(
3

4

)
(11.65)

" 练习 11.12 试着重复以上积分计算。 "

!
笔记 关于有限电导率圆柱金属真空管的尾场计算目前仍是活跃的课题，如：考虑非极端

相对论粒子、非圆柱金属管壁等情况的尾场、阻抗计算。更完整、全面的分析此处不论，

感兴趣的读者可以参考相关文献。

!
笔记 以上讨论的电阻壁分析是基于极端相对论粒子 γ →∞或 v ≈ c。对非极端相对论粒

子或低能粒子束团，尾场的贡献同时包含了电阻壁尾场与空间电荷场，电阻壁电磁场分

析变得更复杂。感兴趣的读者可参考 Frank Zimmermann and Katsunobu Oide, Resistive-wall
wake and impedance for nonultrarelativistic beams, Phys. Rev. ST Accel. Beams 7, 044201
(2004). https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.7.04420

1 或 Gennady Stupakov, Resistive-wall wake for nonrelativistic beams revisited, Phys. Rev.
Accel. Beams 23, 094401 (2020). https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103

15用到以下微分
1

(ζ − z2)
3/2

= −2
∂
∂ζ

1

(ζ − z2)
1/2

细心的读者会发现，这里分部积分后会跑出一项

λ(ζ)

(ζ − z2)
1
2

∣∣∣∣∣

z=∞

ζ=z2

代入下限后，会出现发散情况。一般针对此种尴尬情况的做法是：丢掉这个极点。但是，需要检验一下 Ez

是否满足
´ 0

−∞ Ez(z2)dz2 = 0。如果此积分条件满足，则可丢掉此极点。
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/PhysRevAccelBeams.23.094401

!
笔记 以上讨论的电阻壁分析是基于寻常趋肤效应 (normal skin effect, NSE)。在 §1.3 曾

提到过反常趋肤效应 (anomalous skin effect, ASE)，对应到当金属中的电子平均自由程

(mean free path) 比上面计算的趋肤深度大时的情况。一般来说，反常趋肤效应主要发生

在高频率、低温时，或当金属导体厚度与上面计算的趋肤深度相当时。细节此处不论，

关于考虑反常趋肤效应的电阻壁分析，可参考 B. Podobedov, Resistive wall wakefields
in the extreme anomalous skin effect regime, Phys. Rev. ST Accel. Beams 12, 044401
(2009). https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.12.0444

01、G. Stupakov, K.L.F. Bane, P. Emma, and B. Podobedov, Resistive wall wakefields of
short bunches at cryogenic temperatures, Phys. Rev. ST Accel. Beams 18, 034402 (2015).
https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.18.034402。

!
笔记 电阻壁效应对束团的影响可能体现在：单束团头尾不稳定性、多束团不稳定性、横

向 betatron tune 偏移等。

11.3.1 电阻壁阻抗尾场计算的实用公式

单侧傅里叶变换 假设

λ =

√
Z0σ|k|

2
[i+ sgn(k)] (11.66)

给定阻抗函数，采用逆傅里叶变换

f(z ≤ 0) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
f̃(k)eikzdk (11.67)

计算尾场函数时，可能涉及的一些傅里叶变换公式整理如下16：

f̃(k) f(z)(z < 0)
1
k −i
1
k2 z
1

kn+1 − i
n!(iz)

n

λ
k2 −4i

√
Z0σ
4π |z|1/2

λ
k3 −8

3

√
Z0σ
4π |z|3/2

1
λ − i

2π

√
4π
Z0σ

|z|−1/2

k
λ − 1

4π

√
4π
Z0σ

|z|−3/2

k2

λ
3i
8π

√
4π
Z0σ

|z|−5/2

eiαλ (α > 0)
√

Z0σ
4π α|z|

−3/2e
−πZ0σα2

4π|z|

16此处 λ = iζσ，其中，ζ 为 Leontovich 边界条件系数。留意，表格里的 λ不是波长，而是包含 k 的函数依存
关系。此外，这不是单纯的傅里叶变换，而是考虑了因果律的傅里叶变换。公式修改自 Alexander Wu Chao,
Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy Accelerators, John Wiley & Sons (1993) 一书 p.45。A.W.
Chao 一书采用 CGS 单位制。
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两个特殊积分 分析电阻壁导致的能量损失时，可能涉及如下形式的积分ˆ ∞

0
e−aω2+iωy√ωdω (11.68)

其中，a > 0,±y > 0。此积分结果涉及第一类修正贝塞尔函数 I。计算此积分一般从如

下积分公式开始 ˆ ∞

0
e−aω2+iωy dω√

ω
=
π
√
|y|√
8a

[
I−1/4(b)± iI1/4(b)

]
e−b (11.69)

其中，b = y2/8a。等式两边同时对 y 微分一次，留意 b 中包含 y，有ˆ ∞

0
e−aω2+iωy√ωdω =

πy
√
|y|

4a
√
8a

{
I−3/4(b)− I1/4(b)± i

[
I−1/4(b)− I3/4(b)

]}
e−b

(11.70)
其中，

I ′
ν(b) = Iν+1(b) +

ν

b
Iν(b) = Iν−1(b)−

ν

b
Iν(b) (11.71)

此外，分析可能也涉及以上积分结果的再一次积分，有ˆ ∞

−∞

[
I−3/4

(
u2

4

)
− I1/4

(
u2

4

)]
e−

3u2

4 |u|3/2du =
Γ(34)√
2π

(11.72)

计算此积分用到了以下公式ˆ ∞

0
e−axIν(bx)xνdx =

(2b)νΓ(ν + 1
2)√

π (a2 − b2)ν+1/2
(11.73)

及其对 a 的一次微分 ˆ ∞

0
e−axIν(bx)xν+1dx =

2a(2b)νΓ(ν + 3
2)√

π (a2 − b2)ν+3/2
(11.74)

!
笔记 关于以上两个特殊积分的更多讨论，可参考 A. Piwinski, Wake fields and Ohmic losses
in flat vacuum chambers, DESY HERA 92-04 (1992). https://cds.cern.ch/record/234

999/files/DESY-92-04.pdf。

11.3.2 浅谈：金属管壁的电导率、反常趋肤效应与表面阻抗

回忆一下，在 §1.3 介绍趋肤效应时，对良导体而言，有限电导率 σ <∞的事实，结

合电磁感应现象，就有趋肤效应 (又称集肤效应)，即当电磁波打在金属良导体表面时，在

表面引致的电流分布呈现集中在导体表面的趋势，沿导体纵深方向逐渐衰减的现象。还

记得，当时介绍趋肤效应时，我们只把导体的电导率当作一常数。较令人满意的金属导

体模型需要结合量子力学与统计力学才能完整描述。现在，我们试着给出基于经典电磁

场理论构造物质电导率的理论模型，称 Drude 模型 (Drude model)。尽管非基于第一原理

的模型，但在结合部分实验量测参数后，仍能够给出关于直流电导率 (DC conductivity) 的
表示式与其修正的交流电导率 (AC conductivity) 表示式。

Drude 模型由德国物理学家 P. Drude 在 1900 年提出，又称 Drude–Lorentz 模型。该

模型描述电子在金属导体中的传输特性，是分子运动论的一个应用，假设电子在金属导

体中的运动可通过经典力学方法处理，很像一个弹珠台，其中电子不断在较重的、相对
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固定的正离子之间来回反弹，参考图 11.8。尽管电子每次经历不尽相同的时间后与离子

产生碰撞，假设其平均时间为 τ，或者换句话说，碰撞频率为 1/τ，则根据洛伦兹力方程，

在平均时间 τ 的尺度里，有
d〈p(t)〉

dt
= qE− 〈p(t)〉

τ
(11.75)

其中，p(t) = mv 为电子动量，q = −e < 0 为电子电荷。此处洛伦兹力省略了 〈p(t)〉
m ×B

项，假设外部场为电场主导。此外，这里先假设外部电场为静电场。

图 11.8: Drude 模型。其中，黑色点为电子，空心球为 (正) 离子，Vd 为漂移速度，E, I 为电场与
电流方向。图例修改自https://en.wikipedia.org/wiki/Drude_model。

考虑多次反弹碰撞的平均图景，电子向前面反弹的机会将与向后面反弹的机会相等，

因此，在与上一次碰撞之后的这段期间，对电子动量的之前的贡献都可以忽略，此次碰

撞后，电子获得的动量有

〈p〉 = qEτ (11.76)

电子在金属导体里的运动一般为低速、非相对论情况17，因此，将上式与 〈p〉 = m〈v〉关
联，再利用 J = nq〈v〉 = nq〈p〉/m，其中 n 为电子体密度，则有

J =

(
nq2τ

m

)
E (11.77)

其中，J 与 E 的比值即为电导率 σ，写为

σ ≡ nq2τ

m
(11.78)

17比如，一般在铜金属中，有 v ∼ 10−3 m/s。
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此电导率 σ 又称 DC 电导率，有时为了区别以下即将介绍的 AC 电导率，将这里的 σ 写

为 σ0。

对时变电场，按类似分析，省略了磁场项，假设外部场为电场主导。忽略磁场的前

提现在多了一个条件，即时变电场感应导致的磁场不能太大，即频率不能太高。采用时

谐形式

p(t) = Re
(
p̃(ω)e−iωt

)
, E(t) = Re

(
Ẽ(ω)e−iωt

)
, J(t) = Re

(
J̃(ω)e−iωt

)
(11.79)

则洛伦兹力方程有
d〈p(t)〉

dt
= qE− 〈p(t)〉

τ
⇒ −iω〈p̃(ω)〉 = qẼ(ω)− 〈p̃(ω)〉

τ
(11.80)

其中，关联欧姆定律与电流密度的定义，有

J̃(ω) = σ(ω)Ẽ(ω), J̃(ω) = nq
〈p̃(ω)〉
m

(11.81)

则可得 AC 电导率

σ(ω) =
σ0

1− iωτ

=
σ0

1 + ω2τ2
+ iωτ

σ0
1 + ω2τ2

(11.82)

其中，当 ω = 0 时，σ(ω) = σ0。

既然给出了 AC 电导率，我们就能给出 DC 电导率的适用范围。由上式可看出，当

分母的 ωτ $ 1 时，即电磁波频率远低于金属内电子-离子碰撞频率 1/τ 时，换句话说，

外部电场场振荡时间长于电子-离子碰撞时间，此时尽管外部电场为时变场，我们仍可采

用 DC 电导率。这是为什么以前在大学电磁学课堂介绍电导率时可直接视为常数而与频

率无关。给个实际例子：对铜，σ0 = 5.9 × 107 Ω−1m−1、n = 8.5 × 1028 m−3，于是，

τ−1 = 41.5 THz 或 τ ∼ 25 fs。因此，对铜金属而言，当打在铜上的电磁波频率远低于 40
THz 时，分析采用 DC 电导率模型即足够。

到此为止，我们得到了 DC 电导率与 AC 电导率，总结如下：

定理 11.7. 电导率的 Drude 模型

又称 Drude-Lorentz 模型。按经典力学描述，有 DC 电导率模型

σ0 ≡
nq2τ

m
=
ω2
pτ

Z0c
(11.83)

其中，ωp =
√

ne2
mε0

为等离子体频率 (参考 §1.3)，Z0 ≈ 377 Ω 为自由空间阻抗。与

AC 电导率模型
σ(ω) =

σ0
1− iωτ

=
σ0

1 + ω2τ2
+ iωτ

σ0
1 + ω2τ2

(11.84)

其中，虚数部分表示金属中的电子运动形成的等效电流 落后 于电场，这是由于电
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#

子无法立即响应，而需要大约 τ 时间来对外部电场的变化作出响应。这里的 Drude
模型是应用于电子的；后来发现它既可以应用于电子，也可以应用于空穴 (即半导

体中的正电荷载子)。但并不是说 Drude 模型能预言它们的存在性。

注 DC 电导率适用范围一般限制在频率 2 THz 以下。当频率高于 2 THz 之后，采

用 AC 电导率，同时留意 Drude 模型给出的电导率的准确性开始降低。

注 Drude 模型并不对所有金属的电导率都与实验量测结果符合得很好，只有部

分金属、在部分频率区间符合较好，这是因为在其它频率区间出现 Drude 模型

没有考虑到的物理效应，如：金属的能带结构。更多讨论可参考 M. Dressel and
M. Scheffler, Verifying the Drude response, Ann. Phys. (Leipzig) 15, 535-544 (2006).
https://doi.org/10.1002/andp.200651807-810。

注更全面讨论关于物质特性的理论，有自由电子气体模型 (free-electron gas model)。
更完整的分析则需要考虑量子力学与统计力学，可参考固体物理教科书，此处不

论。!
笔记当这里的金属换成等离子体时，按类似的分析将能得到等离子体的等效介电

系数或等效折射率，细节此处不论。

由上讨论知，DC 电导率模型一般适用于当电磁波频率不高于 2 THz 时。当电磁波

频率再高时，就要采用 AC 电导率模型。但即使介绍 AC 电导率模型时，上面的分析仍

省略了磁场贡献，即频率不能无止尽高。当频率再高时，电磁波看到的金属就不再是金

属，而像是等离子体，此时，等离子体内的电子振荡频率不再跟得上外部超快振荡的电

场，而是由离子体频率 ωp ∼ 1016 rad/s 量化，大约在 UV 区间。

回到阻抗尾场分析，上面电阻壁分析基于 DC 电导率模型。当频率范围不适用于 DC
电导率模型时，应适当推广至 AC 电导率模型。可以想像，由于 AC 电导率中含有额外的

频率依存关系，因此其尾场函数的特征长度将跟着改变。

以上基于 Drude 的电导率模型中，τ 为相邻两次碰撞时间。根据这个物理量，在两

次碰撞间内，有对应的电子的平均自由径 (mean free path)，定义如下：

定义 11.6. 平均自由程 +

或称平均自由径 (mean free path)，指粒子 (可以是原子、分子、电子、光子等) 在材

料中与材料内的其它相对静止的粒子碰撞时，相邻两次碰撞之间的时间内经过的

路程的统计平均值。平均自由程的大小与粒子所处材料参数有关，定义为

+ =
1

nA⊥
(11.85)
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#

其中，n 为材料内相对静止的粒子的体密度，A⊥ 为粒子相互碰撞过程的有效截面

积。

定律 11.2.比尔-朗伯定律 (Beer-Lambert law)

#

粒子束轰击材料时，束团强度 (如粒子数、单位面积粒子数等，无特定量纲

限制) 随穿透深度指数衰减，有

I = I0e
−x/0 (11.86)

其中，+为平均自由程。或者，一个等价的定义，即穿透系数 T 有

T =
I

I0
= e−x/0 (11.87)

以上定义基于现象学描述，对应的微分方程有
dI

dx
= −nA⊥I = −I

+
(11.88)

注一般在室温情况下，金属中的电子的平均自由程 + ∼ 100 Å，大约是几十个原子

半径。在低温情况下，当金属纯度较高时，甚至有 + ∼ cm。以上为现象学定义，如

果对材料特性能更进一步量化，则可以通过费米速率量化平均自由程，有 + = τvF，

其中，vF 为费米速率 (参考如下定义)。

定义 11.7. 费米速率 vF

#

费米速率 (Fermi velocity) vF 可与电子平均自由径 +相互关联，有

vF =
+

τ
(11.89)

其中，τ 为相邻两次碰撞 (平均) 时间，费米速率 vF 表征物质中在费米能级 (Fermi
level, 写为 EF 或 µ) 以上的电子的速率。在能带理论中，费米能级定义为在达热平

衡时，找到电子的概率为 1
2 的假想能级。

注费米能级为假想能级，不需要对应到真正存在的能级，在任何温度皆有定义。!
笔记更多讨论可参考固体物理教科书，此处不论。

性质 11.2. 铝、铜金属的一些特性参数

如下表：

Al(铝) Cu(铜) 单位

n 18 8.5 1028 m−3

vF 2.0 1.6 106 m/s

ωp 2.4 1.7 1016 rad/s

+/σ0 4.0 6.6 10−16 Ωm2
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#

室温情况下，铝、铜、不锈钢金属电导率有 (SI/MKS 单位制)

σ0 =






3.5× 107 Ω−1 m−1, 铝 (aluminum)

5.9× 107 Ω−1 m−1, 铜 (copper)

1.4× 106 Ω−1 m−1, 不锈钢 (stainless steel)

其它材料特性参数可参考 C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 8th ed., John
Wiley & Sons (2005) 或 Ashcroft and Mermin, Solid State Physics, Cengage Learning
(1976) 一书的 Chapter 1。

上面介绍了 DC 电导率 σ0 与 AC 电导率 σ(ω) 用来表征外部电场与金属表面电流密

度的响应关系后，这里介绍一下“反常趋肤效应”(anomalous skin effect, ASE)，此效应发生

在电子平均自由径 + 长于考虑金属表面的寻常趋肤效应 (normal skin effect, NSE) 所对应

的趋肤深度 δNSE(ω) 时。当电子在金属中的平均自由路程比寻常趋肤长度大时，意味着

金属中的电子流较难在金属表层附近流动，也就表征此时金属管壁的阻抗将增加。对应

实际情况，此效应容易发生在极高频电磁波或金属处于低温环境下。

回忆一下，在 §1.3 介绍过 Leontovich 边界条件，用来关联有限电导率 σ 的金属导体

边界上的电场、磁场，有

Ẽt = ζ(ω)H̃t × n (11.90)

其中，

n 为理想介质指向导体的单位向量

ζ(ω) = − ik
σ = [1− i sgn(ω)]

√
Z0|ω|
2cσ 称表面阻抗 (surface impedance)18

sgn(ω) 为符号函数 (sign function)，根据宗量正负，取值分别为 ±1

以上结果适用于 DC 与 AC 电导率，即 σ 可以是常数 σ0 或 σ(ω)，但仍假设寻常趋肤效

应。

对反常趋肤效应，以上结果需要推广。以下略去推导，仅给出结果：

定理 11.8. 电磁场分界面边界条件：有限电导率、考虑反常趋肤效应情况

在包含分界面上与导体侧内，切向电场与切向磁场满足以下边界条件

Ẽt = ζ(ω)H̃t × n (11.91)

其中，

n 为理想介质指向导体的单位向量

18表面阻抗与表面电阻都是频率的函数，区别在于阻抗为复数，包含实部与虚部。更一般性的定义为表面阻
抗。
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#

ζ(ω) 称表面阻抗 (surface impedance)a，有

ζ(ω) = iZ0
ω+

cF (ω)
SI 单位：Ohm (11.92)

其中，+为电子平均自由径，一般给定。上式中的其它参量有

F (ω) =
ψ

π

ˆ ∞

0
ln

[
1 +

κ+ ξχ(t)

t2

]
dt (11.93)

ψ = 1 + iωτ, τ =
+

vF
, κ = −ω

2+2

c2ψ2
, ξ = i

α

ψ3
(11.94)

χ(t) =
2
[(
1 + t2

)
tan−1(t)− t

]

t3
, α =

3

2

(
+

δNSE

)2

(11.95)

δNSE =

√
2c

Z0σ0ω
(11.96)

其中，DC 电导率 σ0 有

σ0 =
ne2+

mvF
=

ω2
p+

Z0cvF
(11.97)

以上参数中，很多时候 κ 很小而可忽略不计。在 4 K 低温环境下，考虑反常趋肤

效应的铜与铝的表面阻抗如图 11.9给出。可以看到，相对低频情况下，铝的表面

阻抗比铜大 (符合直观预期)；当频率高于 10 GHz 时，铝的表面阻抗开始变得比铜

小。

注当 |ξ|$ 1 时，以上结果退化为寻常趋肤效应 (normal skin effect)。当 |ξ|. 1 时，

称极端反常趋肤效应 (extreme anomalous skin effect, EASE)。此时，表面阻抗与环

境温度、电磁场频率无关。

注 关于反常趋肤效应的理论推导，可参考 R.B. Dingle, The anomalous skin effect
and the reflectivity of metals I, Physica 19, 311-347 (1953). https://doi.org/10

.1016/S0031-8914(53)80035-2 与 G.E.H. Reuter and E.H. Sondheimer, The theory
of the anomalous skin effect in metals, Proc. R. Soc. Lond. A 195, 336-364 (1948).
https://doi.org/10.1098/rspa.1948.0123。

注以上边界条件为 SI/MKS 单位制表示。

a表面阻抗与表面电阻都是频率的函数，区别在于阻抗为复数，包含实部与虚部。更一般性的定义为
表面阻抗。

定义 11.8. 残余电阻比 Residual Resistance Ratio (RRR)
定义为低温时电导率与室温 (20◦ C = 293 K) 电导率的比值，有

RRR ≡ σ0 (4 K)

σ0 (293 K)
(11.98)

在粒子加速器低温 (cryogenic) 真空管道环境，一般假设 RRR = 100。
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图 11.9: 低温情况下，考虑反常趋肤效应的铜与铝的表面阻抗。假设 RRR = 100。图例取自 K.
Fujita, PRAB 25, 064601 (2022)。

#

!
笔记以铜为例，在低温环境下，DC 电导率与室温 DC 值相比可增加 100 倍。在微

波频段，同样在室温条件下，AC 电导率与 DC 值相比则增加约 6 倍。

" 练习 11.13 通过数值积分，重复图 11.9的结果。 "

" 练习 11.14 证明当考虑寻常趋肤效应时，以上定理能退化为 Leontovich 边界条件。 "
解 参考 G. Stupakov, PRST-AB 18, 034402 (2015). "

结束这一小节讨论前，这里给出考虑反常趋肤效应时的电阻壁阻抗公式。关于阻抗

函数与尾场函数，将在后面 §11.5、§11.6介绍。

定理 11.9. 考虑反常趋肤效应的电阻壁阻抗公式

对圆柱对称金属管壁，单位长度 电阻壁纵向阻抗有

Z‖(ω) = −
Z0

2πb

1
Z0
ζ(ω) + iωb2c

(11.99)

其中，b 为金属真空管道 (内) 半径，ζ(ω) 为表面阻抗，如上定理给出。对应

的单位长度 电阻壁横向阻抗有

Z⊥(ω) =
2c

b2ω
Z‖(ω) (11.100)

关于横纵向阻抗函数的讨论，可参考 §11.7.2。
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#

对平行板金属管壁，单位长度 电阻壁纵向阻抗有

Z‖(ω) = −
Z0

πh

ˆ ∞

0

du

cosh(u)

1
cosh(u)
ζ(ω)/Z0

+ i ωh2cu sinh(u)
(11.101)

其中，h 为平行板间距 (全高)，ζ(ω) 为表面阻抗，如上定理给出。

!
笔记 考虑反常趋肤效应的电阻壁阻抗情况常见于超导波荡器的阻抗分析。更多讨论可参

考 K. Fujita, Impedance computation of cryogenic vacuum chambers using boundary element
method, Phys. Rev. Accel. Beams 25, 064601 (2022). https://journals.aps.org/p

rab/pdf/10.1103/PhysRevAccelBeams.25.064601 与 G. Stupakov et al., Resistive wall
wakefields of short bunches at cryogenic temperatures, Phys. Rev. ST Accel. Beams 18, 034402
(2015). https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.18.0344

02。!
笔记 细心的读者可能会有疑问：超导波荡器中的磁场强度约 1 ∼ 3 Tesla，前面分析反常

趋肤效应时假设电场主导而忽略磁场效应，磁场效应贡献多少? 当存在外加磁场时，金

属内电子运动轨迹将呈现螺旋拉莫尔进动 (Larmor precession)。可以预期，只要 Larmor
半径尺度比电磁波透入金属的深度长，即在透入深度尺度内没有明显的磁场导致的进动，

则磁场效应的贡献就不明显而可忽略。经过估算，几个 Tesla 的磁场强度不足以导致反常

趋肤效应有明显的磁场贡献。

11.3.3 浅谈：同步加速器的金属真空管样貌

这一节介绍电阻壁尾场计算时，为了简化分析，我们假设了一个非常理想的几何构

型：圆柱对称且光滑的结构。在同步辐射加速器储存环中，金属真空管样貌如图 11.10给
出。接近真实的金属真空管不再是圆柱对称或规整的矩形截面，而是存在不均匀的过渡

结构。这些改变源于工程实际，比如：

管道横向截面的水平尺寸大于垂直尺寸，其中，横向垂直方向尺寸的决定大抵与束

团横向垂直尺寸有关，至少要具备充裕空间容纳垂直方向的束团尺寸。

除了束团真空室 (beam chamber) 外，外侧还有真空室前室 (antechamber)，主要是

引导束团产生的辐射场。如果没有适当引导，则产生的辐射场可能引起束流不稳定

性。

金属真空管壁一般基底材料为不锈钢 (stainless steel)，表面加以一层约 0.1 mm 厚的

铜作为涂层以减小电阻壁阻抗。

一般在金属真空管道中会安装许多光子吸收器 (photon absorber)，用来吸收不想用

到的辐射光，并准直引出想要的辐射光到下游实验站。光子吸收器的结构设计与

安装位置需虑多种因素，如：同步辐射的功率分布、吸收体的材料、机械结构、引

出位置、吸收体范围等，此外，吸收器吸收光子后将发热，因此，有效冷却不可忽略。

更准确的计算电阻壁尾场或阻抗自然无法通过解析方法，而需要借助数值模拟，一
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图 11.10: 同步辐射加速器中的金属真空管样貌：两图右侧腔室为束团经过的束团真空室 (beam
chamber)。上图为储存环中直线插入节截面，下图为储存环中的弯转段截面。上图中的前室 (an-
techamber) 比下图高些，使允许/容纳直线插入节上游的弯转段产生的同步辐射场。

般采用有限元法，细节此处不论。
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11.4 圆柱谐振腔的电磁场计算

对应“三无”定理的第 3 种不完美情况，仍假设满足 1、2 的完美情况，即粒子速度

v = c、真空管壁为理想导体 σ =∞。尽管假设腔壁为理想导体，并不表示所有谐振腔中

的电磁场能量都被完美局限在结构里，将有一部分能量不可避免地通过谐振腔的开孔19

“泄漏”到金属真空管道 (beam pipe)。因此，§1.13 介绍过的谐振腔品质因数Q值仍是有限

大的。可以预见，会从谐振腔结构泄漏出去的场对应的是“高于”beam pipe截止频率20的场。

考虑源粒子以 v = c 速度经过半径 R、长度 L 的圆柱截面开口谐振腔 (open resonator
或 open cavity)，如图 11.11。进到谐振腔入口前，在金属真空管道中伴随在粒子附近的是

像松饼一样的平面库仑场。从真空管道进入口径较大的谐振腔时，为了满足不平滑连接

处管壁的边界条件，电场线必须扭曲。从远处看，就像点波源散开来 (衍射)。在谐振腔

中，尾场最初先衍射，直到粒子从另一个开口即将离开谐振腔时，伴随在粒子附近的库

仑场会在腔壁不平滑处反射。源粒子在入口、出口附近被“刮除”的库仑场在腔壁间往返

形成驻波后，将在谐振腔中残留一段时间，然后被后面进到腔体的测试粒子看见。

图 11.11: 源粒子以 v = c 速度经过半径 R、长度 L 的圆柱截面开口谐振腔，产生的尾场波前如
图。图例修改自 Wolski 一书。

现在，更定量些，我们希望求解源粒子经过谐振腔后，留下来的电场怎么算? 这里

提供一种思路，但不是唯一的思路：

首先，源粒子在进到谐振腔前，伴随在粒子附近的场就像空间电荷场一样

Eρ(ρ, z = s− ct) =
1

4πε0

2q

ρ
δ(s− ct) (11.102)

再来，当粒子进入谐振腔后，可以预期，电场形将“扭曲”。这个扭曲怎么描述? 这

19这是基于工程实际考虑：不开孔的话，粒子束无法进出。此外，谐振腔一般还需要激励与调谐，部分电磁场
也可能从其中泄漏出去。

20回忆一下第 1 章在 §1.12 介绍的截止频率的概念。
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里我们采用基底展开，背后想法是 以不变应万变 。只要基底选得好，场再怎么扭

曲，以良好、完备基底展开后的系数总是能决定的。那么良好、完备的基底函数哪

里找? 既然这是标准的谐振腔结构，就可以套用 §1.13 介绍过的谐振腔模式解。带

电粒子本身沿 s 运动即存在纵向电场，因此选择 TM 模较为合适。

最后，我们主要关心的是沿轴 (x = 0, y = 0, s) 上，源粒子给后方测试粒子的尾场

形式。因此，可以将解得的 (以谐振腔模式展开的) 电场代入 (ρ,φ, s) = (0, 0, s)，就

得到谐振腔的纵向尾场。

回顾 §1.13，将圆柱型 TM 模谐振腔的基底函数总结如下：

定理 11.10. Pillbox 谐振腔 TM 模的场形与特性

#

假设谐振腔圆柱半径为 R，长 L。对 TMmn0，




Ẽz(ρ,φ, s) = E0Jm

(
jm,n

ρ

R

)
cos

(
+πs

L

)
e−imφ

B̃z(ρ,φ, s) = 0

Ẽρ(ρ,φ, s) = −E0
+πR

Ljm,n
J ′
m

(
jm,n

ρ

R

)
sin

(
+πs

L

)
e−imφ

Ẽφ(ρ,φ, s) = −E0
im+πR2

Lρj2m,n
Jm

(
jm,n

ρ

R

)
sin

(
+πs

L

)
e−imφ

B̃ρ(ρ,φ, s) = E0
mωR2

c2ρj2m,n
Jm

(
jm,n

ρ

R

)
cos

(
+πs

L

)
e−imφ

B̃φ(ρ,φ, s) = E0
iωR

c2jm,n
J ′
m

(
jm,n

ρ

R

)
cos

(
+πs

L

)
e−imφ

(11.103)

转换到时域瞬时量，可利用 E(r, t) = Re
[
Ẽ(r,ω)e−iωt

]
,B(r, t) =

Re
[
B̃(r,ω)e−iωt

]
，其中，谐振频率

ω

c
=
ωmn0

c
= ±

[(
+π

L

)2

+
j̇2m,n

R2

]1/2
(11.104)

其中，jm,n 为第 m 阶贝塞尔函数 Jm 的第 n 个根，即，Jm(jm,n) = 0。对 TMmn0，

下标要求 m = 0, 1, 2, · · ·、n = 1, 2, 3, · · ·、+ = 0, 1, 2, · · ·。

注此处假设谐振腔的两侧金属挡板位置为 s = 0 与 s = L。

前面提到，当粒子进入谐振腔后，可以预期，电场线将“扭曲”。与空间电荷场相比，

相对于源粒子，此扭曲的电场一定程度上会“滞后”。如果谐振腔长度为 L，不妨假设在谐

振腔里的场在还未经历腔壁来回反射之前，其初始样貌存在 L/2 的滞后21，有

Eρ =
q

2πε0ρ
δd

(
s− ct+

L

2

)
(11.105)

21参考图 11.11，可以想像当源粒子离开谐振腔时，稍早时刻产生的电场的两侧波前会稍微滞后，滞后的距离
大致估算为 L/2。此结果也可以从图 11.12右排上方看出。
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其中，Dirac delta 函数 δd 的下标 d 表示其宗量里包含滞后项。

现在，我们想将 TMmn0 模谐振腔的 Eρ(ρ,φ, z) 解作为基底，将以上 1
ρ 函数与滞后的

δd 函数按此基底形式展开。Dirac delta 函数 δd 的展开可以写成22

δd

(
s− ct+

L

2

)
=

4

L

∞∑

0=1

cos (k0s) cos

[
k0

(
ct− L

2

)]
(11.106)

其中，k0 = (2+− 1) πL。注意，这里默认谐振腔由 s = −L/2 延展至 s = +L/2，因此前面

谐振腔的解需要适当平移 s 坐标：s→ s− L
2。接着，将 1

ρ 展开成带有 J ′
m 的形式，有23

1

ρ
=

∞∑

n=1

jm,n

R
CnmJ ′

m

(
jm,n

ρ

R

)
(11.107)

其中，

Cnm =
2

[Jm+1 (jm,n)]
2

ˆ 1

0
x ln(x)Jm (jm,nx) dx (11.108)

由问题对称性，场与方向角 φ无关，因此 m = 0。由此，本来的初始电场

Eρ =
q

2πε0ρ
δd

(
s− ct+

L

2

)
(11.109)

可以写成基底函数的展开式，有

Eρ =
q

2πε0

4

LR

∞∑

0=1

∞∑

n=1

j0,nCn0J ′
0

(
j0,n

ρ

R

)
cos (k0s) cos

[
k0

(
ct− L

2

)]
(11.110)

当 +, n 很小时，有谐振频率 ω00n ≈ k0c 与 j0,nCn0 ≈ −π。现在，对比前面给出的 TM 模

的解，比较系数，可决定待定系数 E0 的值，有

E0 = −
q

4πε0R2

8j0,n
(2+− 1)

= −Z0c

4π

q

R2

8j0,n
(2+− 1)

(11.111)

一旦待定系数 E0 决定后，所有场分量都可求得。比如，纵向电场分量有

Ez = −
Z0c

4π

q

R2

∞∑

0=1

∞∑

n=1

8j0,n
2+− 1

J0

(
j0,n
R
ρ

)
sin (k0s) cos

[
ω00n

(
t− L

2c

)]
(11.112)

再继续讨论前，回顾一下上面做了什么? 到目前为止，我们把初始径向电场 Eρ 的形

式改写成以谐振腔解为基底函数的展开式，从而得到基底函数的待定系数 E0。有了 E0

之后，根据谐振腔的解，我们把初始电场的纵向分量 Ez 写出来。尽管最初径向电场 Eρ

的形式 Eρ =
q

2πε0ρ
δd
(
s− ct+ L

2

)
是在极端相对论 γ =∞前提下，假设平滑均匀的真空

管道写出来的24，如果没有谐振腔或管道不连续面出现，则本应不存在 Ez。但是，从真

空管道进入到谐振腔结构，Ez 分量就冒出来了。Ez #= 0的出现不仅没有违法自洽性，反

而，Ez 作为谐振腔内的解，是在第 1 章根据 Maxwell 方程组，通过分离变量法严谨分析

得到的。

22这里读者不妨可将此结果视为已知。对细节推导感兴趣的读者，其思路可参考 J. Schwinger 一书的 §17.7
或 https://math.stackexchange.com/questions/374301/sum-over-cosines-dirac-delta-how-to-g
et-the-coefficients 或 http://latt.if.usp.br/scientific-pages/ftotcp/Text-I.html/node6.ht
ml

23同样，这里读者不妨可将此结果视为已知。对细节推导感兴趣的读者，可自行查阅物理数学相关教科书。

24其实当时论证更粗糙些，是从无边界自由空间的空间电荷场来的。
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好，现在下一个目标是找出在源粒子经过谐振腔后，后方测试粒子感受到的场。即，

让刚刚得到的初始电场纵向分量随时间演化。如何随时间演化? 其实演化的机制已经隐

含在解里了。留意前面定理中提到，E(r, t) = Re
[
Ẽ(r,ω)e−iωt

]
，其中，谐振频率 ω 对

不同模各异，意即，不同模对时间的演化快慢不太一样。在继续推进之前，这里介绍一

种分析不同模式随时间演化的思路：不同模式各自分析 。既然每个模有各自的谐振频率

与基底场函数，只要不同模式之间不存在耦合，我们就可以独立、个别分析。对每个模

来说，在谐振腔里的电生磁、磁生电振荡行为可以等效为谐振子。谐振子的时间演化方

程有
d2!
dt2

+ 2α
d!
dt

+ ω2
R! = 0 (11.113)

其中，!可以是电场或磁场 (振幅)，α = ωR
2Q 表征衰减，ωR 为谐振 (角) 频率。上面的分

析没有考虑具体的衰减机制，一般为金属有限电导率导致的热损耗或是谐振腔开孔导致

的场泄漏。谐振场演化方程的解可写为

!(t) = Ae−αt cos (ω̄Rt− φ) (11.114)

其中，ω̄R =
√∣∣ω2

R − α2
∣∣。注意到，当某个模随时间演化呈现衰减时，其谐振频率也会

有些偏移 ωR → ω̄R。

!
笔记 将电磁场随时间演化机制类比为谐振子振荡的思路最早源于 E.U. Condon，原始论

文可参考 E.U. Condon, Electronic Generation of Electromagnetic Oscillations, J. Appl. Phys.
11, 502-506 (1940). https://doi.org/10.1063/1.1712802。

现在，简化起见，考虑单模 + = 1, n = 1，则 ω00n = L/2c ≈ π/2。沿着中央轴

(ρ,φ, s) = (0, 0, s) 上的纵向电场有

Ez = −
Z0c

4π

8j0,1q

R2
e−αt sin

(π
L
s
)
sin (ω̄Rt) (11.115)

此式包含了谐振腔中沿着 s 在不同时刻 t 的纵向电场。但是，我们目前只关心跟随在源

粒子后方固定距离的测试粒子感受的场，即考虑 z = s− ct 为定值的情况。

将上式在谐振腔中沿着 −L/2 ≤ s ≤ +L/2 范围积分，t = s−z
c ，对 s 积分，则有

ˆ +L
2

−L
2

Ez(z = s− ct)ds ≈ −Z0c

4π
3q

L2

R2

ωR

c
eαz/c cos

( ω̄Rz

c

)
(11.116)

至此，我们得到了源粒子给后方位置 z < 0 的测试粒子的电场沿着 s 轴的积分结果！

" 练习 11.15 以上分析步骤具有一般性。对理论推导感兴趣的读者，应该试着重复以上结

果。 "
以上通过“基底分解”的思路，得到了谐振腔中的纵向电场。求解谐振腔尾场的方法

不只一种，如：可通过对谐振腔阻抗的更多认识，利用逆傅里叶变换反过来求解尾场等。

另一方面，上面讨论的方法为解析方法，仅有少数特殊、理想情况存在解析解，对多数
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情况，一般采用数值求解。图 11.12给出利用 ECHO 2D 程序25的计算结果，对高斯短束

团经过圆柱截面开口谐振腔时，谐振腔内纵向电场随不同时间的演化。

图 11.12: 高斯短束团经过圆柱截面开口谐振腔时，数值模拟谐振腔内纵向电场的演化。

!
笔记 到目前为止，我们已经介绍了三种涉及集体效应的电磁场计算，包含空间电荷场、

电阻壁尾场与具有谐振结构的纵向尾场计算。在前两个例子中，电磁场基本上跟着束团

前进，第三个例子中的电磁场则是被局限在谐振腔中。尽管这里没有介绍横向尾场计算，

但是思路类似。在粒子加速器中，还有其它许多部件会导致尾场，且分析、计算方式各

异，至今仍是领域内一丰富、活跃的课题。对相对论粒子经过各类电磁部件产生的尾场、

阻抗计算感兴趣的读者，不妨参考以下综述论文或专著：

S.A. Heifets and S.A. Kheifets, Coupling impedances in modern accelerators, Rev. Mod.
Phys. 63, 631-673 (1991). https://journals.aps.org/rmp/pdf/10.1103/RevMo

dPhys.63.631

Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy Accelerators,
John Wiley & Sons (1993)
Bruno W. Zotter and Semyon A. Kheifets, Impedances and Wakes in High-Energy Accel-
erators, World Scientific (1997)

25https://echo4d.de/
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King-Yuen Ng, Physics of Intensity Dependent Beam Instabilities, World Scientific (2005)
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11.5 尾场

上一节给出了几个源粒子产生的纵向电场的算例，包含空间电荷场、电阻壁尾场、圆

柱谐振腔尾场。这一节将给出尾场函数 (wake function) 的定义与特性。与尾场函数等价

的概念 — 阻抗函数 (impedance) — 将在下一节讨论。

11.5.1 基本定义

下一节将介绍，阻抗函数与尾场函数彼此等价，互为傅里叶变换关系。尾场，顾名

思义，在源粒子前方 z > 0 将不存在场，这个事实称因果律，将给傅里叶变换添加限制

条件。或者说，在逆傅里叶变换中，约束了复频率平面 ω = kc 的合法适用范围。以下总

结因果律在尾场、阻抗计算中的定义与限制。

定义 11.9. 因果律 (causality)

#

假设 z > 0 表源粒子前方坐标且 z = s− ct，则有 f(s, t) = f(z; t)。对于多数情况，

因果律要求 f(z > 0) = 0。先允许波数为复数，有 k = kr + iki，则

eikz = eikrze−kiz

由傅里叶变换知

f(z; t) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
dkf̃(k; t)eikz (11.117)

要求 f 为有限值，则 z > 0 对应于 ki > 0；z < 0 对应于 ki < 0，否则 f 将发

散。此外，要求 f(z > 0) = 0，因此当围道绕行 ki > 0 平面时，要求不能有极点

(singularity)。否则，将有 f(z > 0) #= 0。

注对电磁信号 f(t)，采用 e−iωt 惯例，其中，ω = ωr + iωi。按因果律要求，施加

信号前不应该先测到信号，即 f(t < 0) = 0，则要求当围道绕行 ωi > 0 平面时不

能存在极点 (singularity)，否则 f(t < 0) #= 0。

注以上因果律又称局域因果律 (local causality) 或牛顿因果律 (Newtonian causality)。

注有时候，§2.1 介绍的推迟效应 (retardation condition)，即电磁信号源到观察位置的

传输速率 v ≤ c #=∞的事实，也被视为另一种满足物理实际的因果律的一种表述。

这种因果律又称有限速率因果律 (finite-speed causality) 或相对论因果律 (relativistic
causality) 或爱因斯坦因果律 (Einstein causality)。

!
笔记 思考一个不简单的问题：f(t < 0) = 0 与 c (t− tret) = |rP (t)−R (tret)| 的内涵是否

完全自洽，或存在矛盾? 如果存在矛盾，如何调解? 笔者认为，满足推迟条件的爱因斯坦

因果律更根本，并且其内涵应自洽地包含相对直观的牛顿或局域因果律。
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定义 11.10. 尾场函数 W (wake function)
尾场函数的定义基于以下两个重要假设a：

1. 粒子经过引起尾场的结构时，粒子产生尾场，但是粒子运动轨迹不受尾场影

响，称刚性束团近似 (rigid beam approximation)。
2. 粒子经过引起尾场的结构时，我们关心的不是瞬时的 E,B，而是洛伦兹

力对粒子经历结构期间的冲量 ∆p 或能量改变 ∆E，称冲量近似 (impulse
approximation)。

参考图 11.1，纵向尾场函数定义为在紧随源粒子 (source particle, q1) 之后至测试粒

子 (test particle, q2) 一段固定距离处，洛伦兹力对单位源电荷与单位测试电荷的一

段固定距离所做的功，即，在 |z1 − z2| = βcτ = 常数 情况下，纵向尾场函数有

W‖ (r1, r2; τ) ≡ −
βc

q1q2

ˆ
dtF‖ (r1, r2, τ ; t) (11.118)

或写成

W‖ (r1, r2, τ) = −
c

q1

ˆ
dtβ ·E (r1, r2, τ ; t) (11.119)

横向分量形式，有

W⊥ (r1, r2, τ) = −
βc

q1q2r1

ˆ
dtF⊥ (r1, r2, τ ; t) (11.120)

或写成

W⊥ (r1, r2, τ) = −
βc

q1q2

∂

∂r1

ˆ
dtF⊥ (r1, r2, τ ; t) (11.121)

其中，r1 为源粒子坐标，r2 为测试粒子坐标。注意，不同文献定义横向尾场函数

可能有些不同，差别在分母的源粒子坐标 r1，因此，差一个长度量纲。分母不包含

源粒子坐标 r1 的横向尾场定义写为

W̃⊥ (r1, r2, τ) = −
βc

q1q2

ˆ
dtF⊥ (r1, r2, τ ; t) (11.122)

留意两者区别。这里的 (̃.) 不是傅里叶变换，只是区分尾场函数而已。

注 纵向尾场的定义中有个负号，为遵循对纵向尾场函数定义的惯例：(后方) 测试

粒子感受到 W‖ > 0 表示 能量损耗 (假设 q1q2 > 0 恒成立)。此外，有些横向尾场

函数的定义没有负号，此为随性的惯例。此讲义采用带负号的横向尾场函数。此

差异将导致不同文献中的 Panofsky-Wenzel 定理差一个负号，宜留意。

注严格的尾场函数定义，积分上下限为 (−∞,∞)。考虑实际情况，当尾场仅在局

部区域时，积分上下限为 (−L/2, L/2) 或 (0, L)，其中，L 为部件结构长度或感兴

趣的长度范围。

注第一个假设“刚性束团近似”概念隐含着前述的微扰理论的想法。第二个假设“冲

量近似”概念本身则包含了集总元件的思想，即将电磁部件贡献的尾场集总在一个
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#

位置、时刻后，作用在测试粒子上。

注 这里的定义与经典教科书中基于 cosmθ 环束 (ring beam) 的定义不同。参考

A.W. Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy Accelerators,
John Wiley & Sons (1993)。cosmθ 环束的尾场定义适用于任意束团 (横向) 分

布，不限于点束团。这份讲义里的定义一般而言仅适用于最低阶的纵向尾场

与横向尾场函数。对于束团可能导致的高阶尾场，这里的定义需要推广，参

考 T.F. Gunzel, Transverse coupling impedance of the storage ring at the European
Synchrotron Radiation Facility, Phys. Rev. Accel. Beams 9, 114402 (2006).
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevSTAB.9.114402

注按如上定义，横向尾场函数与纵向尾场函数的量纲不同，差一个长度量纲。

注尾场函数是一种格林函数。纵向尾场函数 W‖ 就像衰减的余弦函数，横向尾场

函数 W⊥ 就像衰减的正弦函数。参考图 11.13。

a此两个假设最早由赵午 (A.W. Chao) 教授在 1998 年 OCPA(海外华人物理学会) 举办的加速器学校提
出。据其说法，虽然知道不是所有情况都满足此两个假设，但却意外发现本来不预期满足此假设的
情况 — 空间电荷场 — 竟满足了。因此，合理认为隐含在这两个假设背后可能还有尚未被发掘的物
理图像。

!
笔记 由上定义，洛伦兹力中的电场分量对测试粒子做功，将导致粒子能量或速度改变。

但是，这种改变由于刚性束团近似，忽略不计。由此可知，尾场函数的概念对低能粒子

未必适用。

!
笔记 关于横向尾场函数的定义，不同教科书采用不同惯例，整理如下：

带负号：此讲义、Handbook §3.2.4、A. Chao、K. Ng、A. Wolski
带正号：L. Palumbo (LNF-94/041)、T. Weiland (横纵向皆正号)、B. Zotter & S. Kheifets、
G. Stupakov

注 如果利用经典教科书中基于 cosmθ 环束 (ring beam) 的定义，好处是可以分析一般情

况，特别是圆柱对称的束团分布与圆柱对称的金属真空管道。此时，束团电荷与电流密

度分布按圆柱坐标可以正交分解如下

ρ =
∞∑

m=0

ρm 与 J =
∞∑

m=0

Jm (11.123)

其中，

ρm =
Im

πam+1 (1 + δm0)
δ(s− ct)δ(ρ− a) cosmθ

Jm = cρmŝ

(11.124)
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其中，a 为束团中心偏离轴心的距离。多极矩系数 Im 定义为

Im = Re

˚
(x+ iy)mρdV (11.125)

对偏离轴心 ρ = a的单粒子而言，Im = qam 为总电荷 q 的m阶矩。对均匀环型电荷分布，

Im = q，当m = 0；Im = 0，当m #= 0。如果金属真空管道也是圆柱对称，则分析将变得

非常对称、漂亮。相比于此讲义采取的定义，环束定义的缺点是物理图像容易被数学掩盖。

定义 11.11. 尾场势 (wake potential)

#

分纵向与横向。纵向尾场势定义为

V‖ (r1, r2, τ) =

ˆ
F‖ (r1, r2, τ ; t) ds

= βc

ˆ
F‖ (r1, r2, τ ; t) dt = βc∆pz (r1, r2, τ)

(11.126)

横向尾场势定义为

V⊥ (r1, r2, τ) =

ˆ
F⊥ (r1, r2, τ ; t) ds

= βc

ˆ
F⊥ (r1, r2, τ ; t) dt = βc∆p⊥ (r1, r2, τ)

(11.127)

其中，V⊥ = (Vx, Vy),F⊥ = (Fx, Fy)，∆p = (∆p⊥,∆pz) 为冲量。

注虽称为势，但量纲为能量。

注一般积分上下限遍及计算尾场的电磁部件长度。

注 在文献中，时常出现三种类似但不相等的尾场物理量，总结如下：

1. 尾场函数 W‖,⊥ (wake function)：如上定义，为格林函数。

2. 尾场 W‖,⊥ (wakefield)：定义为尾场函数对束团整体纵向分布的卷积

W‖,⊥(z) =

ˆ ∞

−∞
W‖,⊥ (z − ζ)λ (ζ) dζ =

ˆ ∞

−∞
W‖,⊥ (ζ)λ (z − ζ) dζ (11.128)

3. 尾场势 V‖,⊥ (wake potential)：如上定义 11.10，同时参考 §11.7.5。

根据以上尾场函数的定义，可写出上一节三个算例的正式尾场表示式，有

纵向空间电荷尾场函数26

由 Eq. (11.17)，当 z → z′ = 0 时，有 z−z′

|z−z′|3 → −δ
′(z)，于是单位长度、低频近似

的纵向空间电荷尾场函数有

W‖(z) = −
Ez

q
=

1

4πε0γ2
δ′(z) (11.129)

如考虑真空管道，则单位长度纵向空间电荷尾场函数的更完整表示式为

W‖(z) =
Z0c

4πγ2

(
1 + 2 ln

b

a

)
δ′(z) (11.130)

其中，a 为横向均匀分布的束团尺寸、b 为真空管道半径。

单位长度、低频近似的电阻壁纵向尾场函数

26明显地，空间电荷场严格来说不能称为尾场，因为不满足因果律。
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由 Eq. (11.61)，对后方测试粒子 z < 0，有

W‖(z) = −
Ez

q1
= − c

4π3/2b

√
Z0

σ|z|3 (11.131)

其中，σ 为金属管壁电导率。更完整尾场表示式为 (单位长度) 可 以 证 明

limz→0 W‖(z) =
Z0c
πb2

，与电导

率无关。

W‖(z) =
4Z0c

πb2

[
ez/s0

3
cos

(√
3z

s0

)
−
√
2

π

ˆ ∞

0
dx

x2ezx
2/s0

x6 + 8

]
(11.132)

其中，b 为金属管壁半径、s0 =
[
2b2µr/ (Z0σc)

]1/3。

!
笔记 留意，此处 s0 为一重要参数，为电阻壁尾场从暂态进入稳态的长度。

谐振腔纵向尾场函数

由 Eq. (11.116)，对后方测试粒子 z < 0，积累的尾场函数有

W‖(z) = −

´ L/2
−L/2Ezds

q
=

Z0c

4π

3L2

R2

ωR

c
eαz/c cos

( ω̄Rz

c

)
(11.133)

其中，L 为谐振腔长度、R 为谐振腔半径、ωR 为谐振频率、α = ωR/2Q、ω̄R =√∣∣ω2
R − α2

∣∣。有些时候还写成更一般的形式为

W‖(z) =
RSω̄R

Q
eαz/c cos

( ω̄Rz

c

)
(11.134)

其中，RS 称分路阻抗 (shunt impedance)。

注 一般加速腔的主要模式 (如：加速模)，其分路阻抗约为 MΩ 量级。

!
笔记 乍看之下，尾场函数与电场好像只差一个电荷项。其实不然。仔细回想，将发现尾

场函数与以前电磁学课堂学过的电场有以下几点差别：

尾场函数是基于刚性束团近似与冲量近似下才有的概念，电场没有。

尾场函数是测试粒子与源粒子相距一段“固定”距离后积累的效应。尾场函数虽作为

z 的函数，但是其不同的 z 应视为在不同位置的不同测试粒子。电场则具有最一般

性的物理量，为时间空间的函数。

尾场函数相对电场来说，是一个更局限的概念。尾场函数不仅受 Maxwell 方程约束，

还受 §11.6.3将介绍的 Panofsky-Wenzel 定理约束。相比之下，电场仅受 Maxwell 方
程约束。

纵向尾场函数关心的是测试粒子与源粒子相距一段“固定”距离的情况下，源粒子的

场在同轴上的测试粒子位置的量。横向尾场函数关心的则是在测试粒子与源粒子相

距一段“固定”距离的情况下，当源粒子存在一单位横向偏移时，其产生的场在轴上

的测试粒子位置的量。电磁理论中的电场则是一个全时间、全空间的函数。
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性质 11.3. 尾场函数的量纲

#

对国际单位制 (SI 或 MKS 单位制)，
纵向尾场函数 W‖ 的单位为 VC−1 或 Ωs−1

横向尾场函数 W⊥ 的单位为 VC−1m−1 或 Ωs−1m−1

对高斯单位制 (或 CGS 单位制)，
纵向尾场函数 W‖ 的单位为 cm−1

横向尾场函数 W⊥ 的单位为 cm−2

其中，V 为伏特，C 为库仑，Ω 为欧姆，s 为秒，m 为米。

定理 11.11. 实用数值单位变换关系

#

以下为尾场函数的 SI 单位制与 CGS 单位制间的实用数值单位变换关系

1 V/pC = 1012 V/C = 1012 Ω/sec = 1 kΩ-GHz = 1.11 cm−1

其中，最后一个等号为 CGS 单位制。

!
笔记 当有些尾场的量化方式考虑“单位长度”的尾场时，则其量纲与以上总结的结果再差

一个长度量纲。

" 练习 11.16 在 CGS 单位制中，假设横向尾场函数数值 W⊥ = 58 cm−2，试将此数值转换

为 SI 单位制。 "
解

WCGS
⊥ = 58

1

cm-cm $W SI
⊥ =

58

1.11
× 1012

V

C-cm = 5.2× 1015
V

C-m

"

11.5.2 特性

性质 11.4. 尾场特性

定义 z > 0 为源粒子前方；z < 0 为源粒子后方。参考图 11.13，常见的尾场满足以

下特性：

源粒子前方不存在尾场；W‖(z > 0) = 0,W⊥(z > 0) = 0

紧跟源粒子后方的纵向尾场恒正a；W‖ (z → 0−) ≥ 0，为类余弦 (cosine-like)
函数

紧跟源粒子后方的横向尾场恒负；W⊥ (z → 0−) ≤ 0，为类正弦 (sine-like) 函
数

源粒子本身感受的等效 (纵向) 尾场为 W‖(z = 0) = 1
2W‖ (z → 0−)，又称束

流负载基本定理 (fundamental theorem of beam loading)
W⊥(z = 0) = 0

紧跟源粒子后方的尾场可能振荡，但振幅不会大于 W‖ (z → 0−)；
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#

W‖ (z → 0−) ≥
∣∣W‖(z)

∣∣ ∀z
尾场源于源粒子能量损失；

´ 0
−∞W‖(z)dz ≥ 0

注不是所有尾场函数都满足以上特性，常见的例外有：空间电荷 (space charge)、相

干同步辐射 (coherent synchrotron radiation, CSR)。

a表征源粒子能量只可能损失于尾场，不可能凭空自尾场获得能量。

图 11.13: 纵向 W‖ 与横向 W⊥ 尾场函数的大致图像。在 z > 0 侧，W‖ = 0,W⊥ = 0。当 z → 0−

但 z #= 0 时，W⊥(0−) = 0 而 W‖(0) =
W‖(0

−)
2 > 0，称束流负载基本定理 (fundamental theorem of

beam loading)，将在第12章介绍。

上面图 11.13给出的是假设源电荷以极端相对论速度 v = c 前进的尾场函数样貌。如

果 v < c，那么 W‖,⊥(z > 0) = 0 的条件就不严格成立。此时的纵向尾场函数大致如

图 11.14给出，横向尾场大致不变。

图 11.14: 纵向 W‖ 与横向 W⊥ 尾场函数在 v < c 时的大致图像。

虽然上面主要介绍纵向尾场，横向尾场的定义不同，但思路差不多。结束这一节前，

参考图 11.15，以下整理常用的纵向、横向尾场势与尾场力公式，将在后面第 12 章、第

13 章用到。

对纵向尾场，有

阶数 源粒子束的矩 纵向尾场势 V‖(z) 纵向力 F‖(z) =
∂V‖
∂z →

V‖
L

0 q1 −q1q2W‖(z) − q1q2
L W‖(z)

其中，q1, q2 分别为源粒子与测试粒子，z = z2 − z1 < 0，L 为尾场阻抗结构的有效长度。
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对横向尾场，有

阶数 源粒子束的矩 横向尾场势 V⊥(z) 横向力 F⊥(z) =
∂V⊥(z)
∂z → V⊥(z)

L

0 q1 0 0

1





q1〈x〉1
q1〈y〉1

−q1q2〈x〉1 W⊥(z)

−q1q2〈y〉1 W⊥(z)

− q1q2
L 〈x〉1 W⊥(z) ex

− q1q2
L 〈y〉1 W⊥(z) ey

其中，q1, q2 分别为源粒子与测试粒子，〈x〉1 或 〈y〉1 为源粒子的横向位置，z = z2−z1 < 0，

L 为尾场阻抗结构的有效长度。由上表可以看到，最低阶为纵向效应，当源粒子与测试

粒子都在 s 轴上。横向的最低阶效应发生在一阶。

图 11.15: 纵向、横向尾场势与尾场力。

如果源粒子与测试粒子属于同一束团，则 q1, q2 同号，恒有 q1q2 > 0。当 q1, q2 距离

很近时 — 同时参考图 11.15与图 11.14 — 可以看到，此时纵向尾场总是将后方测试粒子

往“后”推，横向尾场总是将后方测试粒子往“外”推。

" 练习 11.17 零阶效应仅有纵向尾场势与纵向力，一阶及以上效应同时包含纵向与横向尾

场势。考虑图 11.15下方情况，测试粒子 q2 的受的纵向能量或纵向尾场势改变不同于

−q1q2W‖(z)。能不能估算一下，经过电磁结构后，纵向能量额外改变了多少? "
解 分析后，有纵向能量额外改变 (即一阶纵向尾场势) ∆V‖(z) = −q1q2〈x〉1 x2 W ′

⊥(z)，其

中，x2 为测试粒子的横向坐标，W ′
⊥(z) = ∂W⊥(z)/∂z。 "
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注 源粒子产生的尾场的一个应用称尾场加速 (wakefield acceleration)。如果能巧妙地将测

试粒子束注入到尾场后方的加速相位处，如图 11.13的 W‖(z) < 0 处，则测试粒子将能够

获得加速而增加能量。

11.5.3 讨论：尾场加速

上述最后提到前方源粒子产生的尾场，当相位合适时，能使后方测试粒子获得能量，

即建立的尾场能够加速在后方合适相位处的粒子。这就给那些直觉认为“尾场是人们极力

避免的负面效应”一种认知反转：就是说，巧妙设计的尾场有时候也能有效加速粒子！

有些读者或许纳闷，“好好的”传统射频谐振腔加速粒子，为什么大费周章搞尾场加

速? 传统加速器依赖于射频腔，为中空金属腔体。§1.14 介绍过，射频腔金属侧壁所能承

受的电场强度存在一个上限，称射频击穿 (RF breakdown)，约 100 MV/m。击穿根源于存

在的金属侧壁。若侧壁处电场高于击穿场强，金属表面将发生电离而释放出 (二次) 电子，

从而破坏射频场。如果周遭空无一物没有金属腔壁为边界，那么就没有此击穿上限 — 等

离子体 (plasma) 将不存在此一击穿物理效应限制，也是“尾场加速”电子的源由。

在加速器社群中有一个研究方向为探索不同于传统射频腔的创新粒子加速机制，那

些机制通称先进加速概念 (advanced acceleration concepts)。利用前方束团产生的尾场加速

后方束团就是一例27。这类尾场加速机制一般需要在产生尾场与加速粒子之前先建立一

个适当的等离子体环境，即创造一个游离的电子、离子的中性环境，因此这类加速机制

又称等离子体尾场加速 (plasma wakefield acceleration, PWFA)。

PWFA 最早在 1979 年由美国加州洛杉矶分校 (UCLA) 的 Toshiki Tajima 与 John Daw-
son 提出28，利用当时开发的粒子云网格 (particle In cell) 数值计算方法，从理论与数值

模拟层面评估其可行性。通过一些驱动机制从等离子体环境里建立尾场，从而加速粒子。

这里我们用一种形象化方式比喻等离子体尾场加速的物理图像，参考图 11.16。

想像一条船穿过湖面，这里的湖面就是等离子体，船可视为前方驱动束。驱动束进

入湖中激起波浪，这就是尾场。在驱动束后方放一个要被加速的测试束团，就像是在波

浪后面的冲浪者 (surfer)。当冲浪者相对于波浪的相位合适时，冲浪者就能获得能量而被

加速、前进。为什么冲浪者能够获得加速呢? 冲浪者之所以被加速是因为他们实际上是

在水坡道上滑行，被“重力”拉着。在尾场加速中，电子或其它带电粒子则是被电场加速。

如何产生加速的尾场电场? 等离子体是一种游离的电子、离子的中性环境，整体上它的

27另一例为基于非传统射频腔的介质加速结构 (dielectric linear accelerator, DLA)，此处不论，感兴趣的读者可
参考 R.J. England et al., Dielectric laser accelerators, Rev. Mod. Phys. 86, 1337 (2014). https://doi.org/10.1
103/RevModPhys.86.1337

28原始论文可参考 T. Tajima and J. M. Dawson, Laser Electron Accelerator, Phys. Rev. Lett. 43, 267 (1979).
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.43.267。
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图 11.16: 等离子体尾场加速示意图。(a) 驱动激光束在后方产生尾场，尾场捕捉电子；(b) 电子被
尾场加速过程；(c) 加速结束；左下图为冲浪示意图。图 (a,b,c) 修改自 T. Katsouleas, Electrons hang
ten on laser wake, Nature 431, 515-516 (2004). https://doi.org/10.1038/431515a。图例 (d) 取自
网络。
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11.5 尾场

正离子电荷与负电子电荷相互抵消。但这些自由的、完全游离的电子比起背景离子，更

容易被推动或拉动，当局部电子密度与背景离子密度相差 1% 的差异就能产生可观的电

场。一般来说，电场强度与等离子体密度的平方根成正比，即 Ez ∝
√
ne。等离子体密度

越高，引起的电场就变得更强，更强的电场会产生更大的加速梯度29。一般来说，目前可

达到的等离子体驱动的加速梯度约为 10 ∼ 100 GV/m。

驱动束可大致分两种 — 激光束与粒子束，分别简短介绍如下：

激光驱动尾场加速 (laser-driven wakefield acceleration) ⇒ 驱动源为强激光束。强激

光场传输时的辐射压强会将激光束后方一段距离内的电子排开，形成一无电子、带

正电的“气泡”区域 (bubble region)，气泡内外的电子密度差产生用来加速粒子的高

梯度加速电场，这个“气泡”随激光束前进。参考图 11.17 (上)。
束团驱动尾场加速 (beam-driven wakefield acceleration)⇒驱动束团可以是 (负) 电子

束、正电子束、质子束等。前方驱动束称 driving beam，后方被加速的束团称 witness
beam。与电子驱动束产生的“气泡”不同，正电子束、质子束产生的“气泡”不是无电

子的理想气泡。使用质子作为驱动束的好处是质子较重，携带的能量比起电子或正

电子等轻子多很多，因此尾场加速时能够传递给后方测试束的绝对能量也就增加。

参考图 11.17 (下)。

注 对激光驱动尾场加速的综述介绍，可参考 E. Esarey, C. B. Schroeder, and W. P. Leemans,
Physics of laser-driven plasma-based electron accelerators, Rev. Mod. Phys. 81, 1229 (2009).
https://journals.aps.org/rmp/pdf/10.1103/RevModPhys.81.1229。对束团驱动尾

场加速的综述介绍，可参考 P. Muggli, Beam-driven, Plasma-based Particle Accelerators, Proc.
CAS-CERN Accelerator School (2014). https://cds.cern.ch/record/2203633/files/1
418884_119-142.pdf。

!
笔记 虽然基于等离子体 (PWFA) 机制的加速梯度比起传统射频腔的加速梯度高了至少两

个数量级，但是，PWFA 的有效加速长度仍短得多。可以说这是优势：PWFA 使装置变得

更紧凑，但也可以说是劣势：要维持或增加有效加速长度非常困难。此外，基于 PWFA 加

速的电子束团，其束团参数与基于传统加速方案产生的电子束相比较差。根据 Livingston
图 (参考附录)，基于传统加速机制所能达到的粒子能量似乎已经看到“天花板”，加速器社

群亟需创新的、能够进一步提高粒子能量的切实可行方案。因此，这一系列“劣势”都应

被视为今后的挑战。

" 练习 11.18 对激光驱动等离子体加速机制感兴趣的读者，可试着在不运行数值模拟情况

下，估算激光驱动束强度一般需要多大、“气泡”结构的横纵向尺寸分别多少、内部加速电

场梯度、聚焦散焦强度等。 "

29一个实用公式：Ez [V/m] ≈ 96
√

ne [cm−3]。当 ne ∼ 1018 cm−3 时，有 Ez ∼ 96× 109 V/m，比传统射频
RF 加速梯度高约三个数量级。
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图 11.17: 激光驱动尾场加速 (上) 与质子束团驱动尾场加速 (下) 比较。对质子束情况，由于质子
束比电子或激光束长地多，一般会在质子束中间密度较大区域加一激光束调制等离子体，使等离
子体产生密度调制 (类似“气泡”)，这些“气泡”将用来加速外部注入的电子。图例修改自 F. Gruner,
Shooting Ahead with Wakefield Acceleration, Physics Viewpoint (2019). https://physics.aps.or
g/articles/v12/19

" 练习 11.19 对束团驱动离子体加速机制感兴趣的读者，可试着在不运行数值模拟情况下，

估算加速尾场梯度、聚焦散焦强度、能量转换效率等。 "

既然传统射频腔为中空金属腔体，粒子经过后得到加速。尾场加速器必须事先准备

等离子体环境才能加速粒子。有些读者或许会好奇，能不能直接拿强激光对准粒子，在

合适相位，直接在没有金属管壁的自由空间中加速粒子，形成真空加速 (vacuum acceler-
ation)? 如果此法可行，那是不是就不需要大费周章、省事多了? 天下没有完全免费的午

餐。以下定理将告诉我们，这个想法几乎不可行。

定理 11.12. Lawson-Woodward 定理

在无边界的自由空间 (真空)中，平面电磁波无法对沿直线前进、极端相对论 (v → c

或 β → 1) 的带电粒子产生 一阶、线性 的净加速。

证明 已知：

1. 在金属边界 (如：孔径) 附近的电磁场可以用传播平面波 (propagating plane
wave)和凋落平面波 (evanescent plane wave)的叠加表示。

2. 电磁场的远场可视为孔径的傅里叶变换。
传播平面波具有相速度 vph ≥ c且为横电磁 (TEM)波，没有纵向电场。凋落平面波
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#

的横纵向电场幅值比有

E‖
E⊥
∝ 1

γ
→ 0, 当γ →∞ (11.135)

因此，随着粒子能量的增加，纵向加速场会逐渐减小。当 v → c 或 γ → ∞ 时，
E‖ → 0。

!
笔记原始论文可参考 J.D. Lawson, Lasers and Accelerators, IEEE Trans. Nucl. Sci. 26,
4217 (1979). https://accelconf.web.cern.ch/p79/PDF/PAC1979_4217.PDF。

注这对粒子加速存在理论上的限制，尤其是对基于激光的电子加速机制而言，因

为电子很轻，很容易就接近极端相对论条件。任何基于激光的粒子加速机制都必

须 至少 打破此定理的一个假设前提才有可能在物理或工程实际上实现。

几个不违反 Lawson-Woodward 定理而实现粒子加速的机制：

逆自由电子激光 (inverse FEL)⇒粒子不走直线。

有质动力加速 (ponderomotive acceleration)⇒有质动力不是线性力，加速过程为非

线性。

非线性康普顿散射 (nonlinear Compton scattering)⇒非线性加速过程。

逆 Smith-Purcell 辐射加速⇒存在边界，即金属光栅。

逆契伦科夫 (Cherenkov) 加速⇒存在边界，即介质或气体。

!
笔记 关于 Lawson-Woodward 定理的更多讨论，可参考 A.W. Chao, Lawson-Woodward the-
orem, Lecture Notes on Special Topics in Accelerator Physics. https://www.slac.stanfor
d.edu/~achao/LaserAccel.pdf。
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11.6 阻抗

上一节定义了尾场函数，这一节介绍一个与之等价的物理量，称阻抗函数或阻抗

(impedance)。

11.6.1 基本定义

定义 11.12. 阻抗 Z (impedance)

#

简化起见，考虑源粒子在轴上 r1 = 0 的情况。纵向与横向阻抗分别定义为对应的

纵向与横向尾场函数的傅里叶变换，有

Z‖(k) =

ˆ ∞

−∞

dz

c
W‖(z)e

−ikz (11.136)

Z⊥(k) = i

ˆ ∞

−∞

dz

c
W⊥(z)e

−ikz (11.137)

其中，k = ω/c。对应的逆傅里叶变换为

W‖(z) =
c

2π

ˆ ∞

−∞
dkZ‖(k)e

ikz (11.138)

W⊥(z) = −i
c

2π

ˆ ∞

−∞
dkZ⊥(k)e

ikz (11.139)

由上一节给出的三个算例的尾场函数，根据阻抗的定义，可以写出分别对应的阻抗

函数，有

单位长度、低频近似的纵向空间电荷阻抗有

Z‖(k) =
iZ0k

4πγ2
(11.140)

其中，Z0 ≈ 120π ≈ 377 Ω。

单位长度、低频近似的电阻壁纵向阻抗有

Z‖(k) = [1− i sgn(k)]
1

2bc

√(
Z0c

4π

)
2c|k|
πσ

(11.141)

其中，sgn 为符号函数，取值 ±1 取决于宗量的正负号，σ 为 DC 电导率。更完整阻

抗表示式有 (单位长度)

Z‖(k) =
Z0

πb

1

2
√

iZ0σ(k)
k − ibk

(11.142)

其中，σ(k) 为 AC 电导率，参考 §11.3。
谐振腔纵向阻抗函数有

Z‖(k) =
RS

1 + iQ
(
kR
k −

k
kR

) (11.143)

其中，kR = ωR/c。

注 在有些文献，阻抗函数的宗量用 (角) 频率 ω 描述，写成 Z‖,⊥(ω)；有些则以 k 表示，

写成 Z‖,⊥(k)，其中，ω = kc。写成时间傅里叶形式 Z‖,⊥(ω) 时，更想强调阻抗在加速器
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磁聚焦结构传输段的固定位置；写成空间傅里叶形式 Z‖,⊥(k) 时，有时强调阻抗分布在

加速器传输段 (如：电阻壁阻抗)，或阻抗跟着束团一起前进 (如：相干同步辐射阻抗、空

间电荷阻抗等)。

注 从谐振腔阻抗函数的形式看，与电路理论学过的 RLC 电路的阻抗函数对比，阻抗实

部称电阻，虚部称电抗。电抗的正负号又分别称容性与感性，对 k > 0 而言，即：

ImZ(k) > 0：容性 (capacitive) ∝ ω−1 或 ∝ k−1 一 般 将 空 间

电 荷 阻 抗 视

为容性阻抗。
ImZ(k) < 0：感性 (inductive) ∝ ω 或 ∝ k

当采用 j 惯例时，以上结论颠倒，因为 j = −i。因此，看不同文献时，宜留意文中

使用的惯例。有些文献对容性、感性阻抗的定义采用对频率的依存关系，则无混淆疑虑。

注 接续电路理论的对比，对感性 (inductive)、阻性 (resistive)、容性 (capacitive) 阻抗，其

尾场势与束团线密度分布函数 λ(z) 分别有

W‖,感性(z) ∝ λ′(z) = dλ/dz

W‖,阻性(z) ∝ λ(z)
W‖,容性(z) ∝

´ z
−∞ λ(ζ)dζ

或者，如果写成尾场函数，即 λ(z)→ δ(z)

W‖,感性(z) ∝ δ′(z)
W‖,阻性(z) ∝ δ(z)
W‖,容性(z) ∝ H(−z)，其中，H 为 Heaviside 或单位步阶 (unit step) 函数

!
笔记回忆一下，尾场函数的物理图像是什么? 思考一下，阻抗的物理图像是什么? ⇒尾场

一词，顾名思义，似乎较直观，其物理图像也相对容易理解。尾场的存在可能导致束团集

体效应也似乎不令人意外。至于阻抗，顾名思义后似乎还不能预见其物理图像，如何导致

束团集体效应也似乎没有那么一眼看穿。学过电路理论的读者可能将这里的阻抗对束团

的影响比拟成电路理论中的部件阻抗对电流临经区域的影响，如：能量损耗或发热等 (将
在 §11.7.5介绍)。然而，电路理论中的电流为导线里的传导电流，这里的电流为自由电子

形成的运流电流。用传导电流的图像自然不好理解阻抗带来的束团集体效应。早期看出

加速器束流集体动力学与阻抗具有紧密联系的人是 CERN 的加速器学家 V.G. Vaccaro30。

性质 11.5. 尾场与阻抗的量纲

对国际单位制 (SI 或 MKS 单位制)，
纵向尾场函数 W‖ 的单位为 VC−1 或 Ωs−1

横向尾场函数 W⊥ 的单位为 VC−1m−1 或 Ωs−1m−1

纵向阻抗 Z‖ 的单位为 Ω

30https://home.cern/news/obituary/accelerators/vittorio-giorgio-vaccaro-1941-2023

748



11.6 阻抗

#

横向阻抗 Z⊥ 的单位为 Ωm−1

对高斯单位制 (或 CGS 单位制)，
纵向尾场函数 W‖ 的单位为 cm−1

横向尾场函数 W⊥ 的单位为 cm−2

纵向阻抗 Z‖ 的单位为 s-cm−1

横向阻抗 Z⊥ 的单位为 s-cm−2

!
笔记 当有些尾场的量化方式考虑“单位长度”的尾场时，则其量纲与以上总结的结果再差

一个长度量纲。当尾场函数沿着传输段均匀不变时，一般即考虑“单位长度”的尾场。当尾

场函数沿着传输段呈周期性变化时，比如粒子经历周期性结构，则考虑“单位周期长度”

的尾场。

定理 11.13. 实用数值单位变换关系

#

以下为尾场函数的 SI 单位制与 CGS 单位制间的实用数值单位变换关系

1 V/pC = 1012 V/C = 1012 Ω/sec = 1 kΩ-GHz = 1.11 cm−1

其中，最后一个等号为 CGS 单位制。

11.6.2 同步条件

细心的读者可能对上面介绍的 ω = kc的成立关系感到困惑或惊讶，以下说明。首先，

ω = kc 不应看成色散关系，因为束团粒子与周遭环境作用发生在真空中，因此将 ω = kc

看成同步条件更合适：能与粒子导致有效交互作用的场是那些相位匹配 (或同步) 的场。

先对电场做傅里叶变换，包含全域空间 s 与时间 t

Ez(s, t) =
1

(2π)2

ˆ ∞

−∞
dω

ˆ ∞

−∞
dkẼz(ω, k)e

iks−iωt (11.144)

此时还不考虑源粒子与测试粒子间的间距，且 ω, k 也还是任意取值的，也就是说，还没

有限制 ω = kc 的关系。

简化起见，假设 r1 = r2 = 0。在源粒子后方 z 处的测试粒子取值 z = s − ct，由尾

场函数定义，有

W‖ (z) = −
c

q1

ˆ ∞

−∞
Ez (s = z + ct, t) dt

= − 1

(2π)2
c

q1

ˆ ∞

−∞
dk

ˆ ∞

−∞
dω

ˆ ∞

−∞
Ẽz (k,ω) e

ikz+ikct−iωtdt

= − 1

(2π)2
c

q1

ˆ ∞

−∞
dk

ˆ ∞

−∞
dωẼz (k,ω) e

ikz
ˆ ∞

−∞
ei(kc−ω)tdt

= − 1

2π

c

q1

ˆ ∞

−∞
dk

ˆ ∞

−∞
dωẼz (k,ω) e

ikzδ(ω − kc)

(11.145)

可以看到，当源粒子产生的电场成分中的波数与频率满足 ω = kc 时，才存在有效的交互

作用。留意，以上 t 的积分范围 (−∞,∞) 意味着假设产生尾场的电磁部件无限延伸。实
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际情况的电磁部件为有限长，根据

1

2π

ˆ L/2

−L/2
ei(k−k0)zdz =

L

2π

sin
[
(k − k0)

L
2

]

(k − k0)
L
2

=
L

2π
sinc(x) (11.146)

其中，πx = (k−k0)
L
2。可以看到，当电磁部件长度为有限时，同步条件不再是 δ(ω−kc)，

即允许 ω #= kc。由

lim
f→∞

sin (πxf)

πx
= lim

f→∞
f sinc (xf) = δ(x) (11.147)

可以推知，对越是高频阻抗成分，sinc(x) 越接近 δ(x)，因此，可以将 ω = kc 近似视为

同步条件。

对电磁部件中的低频阻抗成分，特别是当频率低于金属真空管道，则那些尾场将被

局限在对其而言类似于谐振腔的电磁结构中。对此情况，则 t 积分上下限范围将限于部

件长度，因此将存在不只一个同步条件，即谐振腔中的同步模不只一个，除了最低阶的

基模外，还有高阶模。称“模”是因为这些满足同步条件的频率一般为离散形式。

同步条件 ω = kc，或者如果考虑粒子 β = v/c < 1 情况，同步条件写为 ω = kv。此

同步条件通常为近似成立或甚至不成立。以下几种情况应特别留意其适用性：

源粒子与测试粒子间距在束团整体经过尾场或阻抗结构时不再是“线性”的时候，同

步条件 ω = kc 未必成立。比如，源粒子与测试粒子距离较远，横向 betatron 振荡

或纵向同步振荡明显时，宜留意。对头尾不稳定性 (head-tail instability) 或一连串束

团形成的耦合束团不稳定性 (coupled bunch instability) 即属此种情况。更多讨论可

参考 §13.8。
如果束团粒子与周遭环境作用不是发生在真空中，而是在介质中，则 ω = kc 未必

成立，宜留意。

11.6.3 Panofsky-Wenzel 定理

除了尾场函数与阻抗函数互为傅里叶变换外，尾场函数的纵向分量与横向分量不完

全独立，而是存在关联。知道纵向尾场函数，可以推知横向尾场函数，反之亦然。可以

预期，此关联源于 Maxwell 方程组，称 Panofsky-Wenzel 定理。此处仅给出以动量形式表

示的定理证明，以其它形式表示的定理，其证明细节不论。

按 z = s− βct 惯例。由洛伦兹力开始，

F = q(E+ βcez ×B) (11.148)
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等式两边取散度，操作在测试粒子上，有

∇ · F = q

[
ρ

ε0
+ βc∇ · (ez ×B)

]

= q

(
ρ

ε0
− βcez ·∇×B

)

= q

(
ρ

ε0
− β

c
ez ·

∂E

∂t
− β2 ρ

ε0

)

=
qρ

ε0γ2
− qβ

c

∂Ez

∂t

(11.149)

等式两边取旋度，同样操作在测试粒子上，有

∇× F = q

[
−∂B
∂t

+ βc∇× (ez ×B)

]

= −q
(
∂

∂t
+ βc

∂

∂z

)
B

(11.150)

其中，
∂

∂t
+ βc

∂

∂z
= βc

∂

∂s
(11.151)

假设 β → 1, d = |z1 − z2| > 0，测试粒子 2 经过尾场结构后得到的冲量变化有

∆p(x, y,−d) =
ˆ ∞

−∞
dtF(x, y, s− d, t) (11.152)

其中，s = βct, d > 0。于是，

∇×∆p =

ˆ ∞

−∞
dt [∇× F(x, y, z, t)]z=s−d

= −q
ˆ ∞

−∞
dt

[(
∂

∂t
+ βc

∂

∂z

)
B(x, y, z, t)

]

z=s−d

= − qB(x, y, s− d, t)|t=∞
t=−∞

!
= 0

(11.153)

与

∇ ·∆p =

ˆ ∞

−∞
dt [∇ · F(x, y, z, t)]z=s−d

= −q

c

ˆ ∞

−∞
dt

(
∂Ez

∂t

)

z=s−d

= −q
!!!!!!!!!!!"0ˆ ∞

−∞
dt

(
∂Ez

∂s

)

z=s−d

+ q

ˆ ∞

−∞
dt

(
∂Ez

∂z

)

z=s−d

=

ˆ ∞

−∞
dt

(
∂Fz

∂z

)

z=s−d

=
∂∆pz
∂z

= −∂∆pz
∂d

⇒ ∇⊥ ·∆p⊥ = 0

(11.154)

其中，∂/∂z = ∂/∂z2 = −∂/∂d。

以下整理此定理结果。
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定理 11.14. Panofsky-Wenzel 定理

由 W.K.H. Panofsky 与 W.A. Wenzel 在 1956 年提出，随后得到推广。根据满足尾场

或阻抗的“两个”假设：

1. 粒子经过引起尾场的结构时，粒子产生尾场，但是粒子运动轨迹不受尾场影

响，称刚性束团近似 (rigid beam approximation)。
2. 粒子经过引起尾场的结构时，我们关心的不是瞬时的E,B，而是洛伦兹力对

粒子经历结构期间的冲量 ∆p，称冲量近似 (impulse approximation)。
以此两假设为前提，有如下几种形式的 Panofsky-Wenzel 定理：

动量形式：

∇×∆p = 0, ∇⊥ ·∆p⊥ = 0 (11.155)

或对前者分别取 ez· 与 ez×，有

∇ · (ez ×∆p) = 0

∂

∂z
∆p⊥ = − ∂

∂d
∆p⊥ = ∇⊥∆pz

(11.156)

电磁场形式：假设圆柱形对称谐振腔，有

∆p⊥(ρ,φ) = i
q

ω

ˆ L/2

−L/2
∇⊥Ẽz(ρ,φ, s)ds (11.157)

其中，∆p⊥ 为横向机械动量，ω 为谐振频率，Ẽz 为圆柱谐振腔纵向 (时谐)
电场。此形式常应用在射频/微波谐振腔设计中。

尾场函数形式：

∂W̃⊥ (r1, r2; d)

∂d
= −∇⊥W‖ (r1, r2; d) (11.158)

其中，

W‖ (r1, r2; τ) = −
βc

q1q2

ˆ
dtF‖ (r1, r2, τ ; t)

W̃⊥ (r1, r2, τ) = −
βc

q1q2

ˆ
dtF⊥ (r1, r2, τ ; t)

(11.159)

下标 1 表示源粒子，下标 2 为测试粒子，d = |z1 − z2| = βcτ > 0，∇⊥ 对测

试粒子坐标操作。在直角坐标系下，写成分量形式，有

∂W̃x

∂d
= −

∂W‖
∂x2

(11.160)

∂W̃y

∂d
= −

∂W‖
∂y2

(11.161)

∂W̃x

∂y2
=
∂W̃y

∂x2
(11.162)

阻抗函数形式：

Z̃x (r1, r2; k) = −
1

k

∂Z‖ (r1, r2; k)

∂x2
(11.163)

Z̃y (r1, r2; k) = −
1

k

∂Z‖ (r1, r2; k)

∂y2
(11.164)
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#

其中，

Z̃⊥(k) = i

ˆ ∞

−∞

dz

c
W̃⊥(z)e

−ikz

注意到，以上定理形式中，横向尾场函数与阻抗函数采用 (̃.) 惯例。按此惯

例，在时域与频域，此定理都以所定义的尾场函数、阻抗函数表示。

如果按此讲义定义的阻抗函数形式，则 Panofsky-Wenzel 定理有

Z‖(k) = kZ⊥(k) (11.165)

其中，

Z⊥(k) = i

ˆ ∞

−∞

dz

c
W⊥(z)e

−ikz

按此惯例，似乎在频域以阻抗函数表示的形式更为简洁，在时域则不容易以

尾场函数展开为分量形式。

尾场势形式：如果不采用 (̃.) 惯例，则 Panofsky-Wenzel 定理可写为：(z < 0)

∇⊥V‖ = −
∂

∂d
V⊥ =

∂

∂z
V⊥ (11.166)

其中，V‖,V⊥ = (Vx, Vy) 为尾场势

V‖ (r1, r2, τ) =

ˆ
F‖ (r1, r2, τ ; t) ds = βc∆pz

V⊥ (r1, r2, τ) =

ˆ
F⊥ (r1, r2, τ ; t) ds = βc∆p⊥

(11.167)

其中，F⊥ = (Fx, Fy) 为洛伦兹力横向分量。这里的 ∇⊥ 为对测试粒子的横

向偏移坐标偏微分。

证明 参考 D. Zhou and C.-Y. Tsai, Generalized Panofsky-Wenzel theorem in curvilinear
coordinate systems applicable to non-ultrarelativistic beams, arXiv: 2309.04073. https:
//arxiv.org/abs/2309.04073

注 Panofsky-Wenzel 定理的原始论文仅有半页，写成电磁场形式，感兴趣的读者可参

考 W.K.H. Panofsky and W.A. Wenzel, Some Considerations Concerning the Transverse
Deflection of Charged Particles in RadioFrequency Fields, Rev. Sci. Instrum. 27, 967
(1956). https://doi.org/10.1063/1.1715427

" 练习 11.20 以上的 Panofsky-Wenzel 定理假设粒子传输段为直线段，采用直角坐标系。现考

虑包含弯转段的一般传输段，如果采用 Frenet-Serret 坐标系，试重新推导 Panofsky-Wenzel
定理。 "

11.6.4 特性

为完整起见，以下不仅整理了阻抗函数的特性，也把上一节尾场函数的特性总结在

一起以方便查阅。
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性质 11.6. 尾场与阻抗特性

常见的尾场满足以下特性：(定义 z > 0 为源粒子前方；z < 0 为源粒子后方)
源粒子前方不存在尾场；W‖(z > 0) = 0,W⊥(z > 0) = 0

紧跟源粒子后方的纵向尾场恒正a；W‖ (z → 0−) ≥ 0，为类余弦 (cosine-like)
函数

紧跟源粒子后方的横向尾场恒负；W⊥ (z → 0−) ≤ 0，为类正弦 (sine-like) 函
数

源粒子本身感受的等效 (纵向) 尾场为 W‖(z = 0) = 1
2W‖ (z → 0−)，又称束

流负载基本定理 (fundamental theorem of beam loading)
W⊥(z = 0) = 0

紧跟源粒子后方的尾场可能振荡，但振幅不会大于 W‖ (z → 0−)；

W‖ (z → 0−) ≥
∣∣W‖(z)

∣∣ ∀z
尾场源于源粒子能量损失；

´ 0
−∞W‖(z)dz ≥ 0

常见的阻抗满足以下特性：

尾场函数 W ∈ R，因此，对应的阻抗在 ω 或 k 的复平面有对称特性

Z∗
‖ (ω) = Z‖(−ω) (11.168)

Z∗
⊥(ω) = −Z⊥(−ω) (11.169)

即，纵向阻抗函数的实部与横向阻抗函数的虚部为偶函数，纵向阻抗函数的

虚部与横向阻抗函数的实部为奇函数

ReZ‖(ω) = ReZ‖(−ω)

ImZ‖(ω) = − ImZ‖(−ω), ImZ‖(0) = 0

ReZ⊥(ω) = −ReZ⊥(−ω), ReZ⊥(0) = 0

ImZ⊥(ω) = ImZ⊥(−ω)

(11.170)

由上，尾场函数可以进一步化简为

W‖(z < 0) =
2

π

ˆ ∞

0
dωReZ‖(ω) cos

ωz

c
(11.171)

W⊥(z < 0) =
2

π

ˆ ∞

0
dωReZ⊥(ω) sin

ωz

c
(11.172)

利用横向尾场 W⊥ (0) = 0 的特性b，有ˆ ∞

0
dω ImZ⊥(ω) = 0 (11.173)

ˆ ∞

0
dω

ImZ‖(ω)

ω
= 0 (11.174)

ReZ‖(ω = 0) = 0 (11.175)

由上可知，无论是纵向或横向阻抗，在 ω > 0 区间，其虚部必有正负符号变

化。
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结合尾场函数 W ∈ R 与因果律 (causality) 条件可知，在复 ω 的上半平面

(Imω > 0) 中不能存在极点；即，物理上允许的极点只能沿 Reω 轴或是在复

ω 下半平面。

利用柯西积分公式，有如下的 Kramers-Kronig 关系 (或称 Hilbert 变换)

P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′Z‖ (ω

′)

ω′ − ω = πiZ‖(ω) (11.176)

与

P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′Z⊥ (ω′)

ω′ − ω = πiZ⊥(ω) (11.177)

其中，P.V. 表示避开极点的主值积分。

将纵向阻抗写成实部与虚部形式，有

ReZ‖(ω) =
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ ImZ‖ (ω

′)

ω′ − ω (11.178)

ImZ‖(ω) = −
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ReZ‖ (ω

′)

ω′ − ω (11.179)

将横向阻抗写成实部与虚部形式，有

ReZ⊥(ω) =
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ ImZ⊥ (ω′)

ω′ − ω (11.180)

ImZ⊥(ω) = −
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ReZ⊥ (ω′)

ω′ − ω (11.181)

利用 P.V.
´∞
−∞

dω′

ω′−ω = 0，上面 Kramers-Kronig 关系可以改写为

ReZ‖(ω) =
2

π
P.V.

ˆ ∞

0

dω′

ω′2 − ω2

[
ω′ ImZ‖

(
ω′)− ω ImZ‖(ω)

]
(11.182)

ImZ‖(ω) = −
2ω

π
P.V.

ˆ ∞

0

dω′

ω′2 − ω2

[
ReZ‖

(
ω′)− ReZ‖(ω)

]
(11.183)

ReZ⊥(ω) =
2ω

π
P.V.

ˆ ∞

0

dω′

ω′2 − ω2

[
ImZ⊥

(
ω′)− ImZ⊥(ω)

]
(11.184)

ImZ⊥(ω) = −
2

π
P.V.

ˆ ∞

0

dω′

ω′2 − ω2

[
ω′ReZ⊥

(
ω′)− ωReZ⊥(ω)

]
(11.185)

紧跟源粒子后方的纵向尾场恒正c,d，有

ReZ‖(ω) ≥ 0 ∀ω (11.186)

ReZ⊥(ω) ≥ 0 ∀ω > 0 (11.187)

ReZ⊥(ω) ≤ 0 ∀ω < 0 (11.188)

注不是所有尾场与阻抗都满足以上特性，常见的例外有：空间电荷 (space charge)、
相干同步辐射 (coherent synchrotron radiation, CSR)。

a表征源粒子能量只可能损失于尾场，不可能凭空自尾场获得能量。
b空间电荷场为例外。
c此结论也适用于源粒子后方较远处的测试粒子，表征束团整体能量只可能损失于尾场，不可能凭空
自尾场获得能量。但对 step-in、step-out 结构，此结论未必严格成立。
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#
d如果将反馈系统视为一个阻抗元件，则反馈系统能贡献小于零 (负的) 实部阻抗，即 ReZ‖,反馈 < 0。

图 11.18: 纵向阻抗函数的大致图像。低频部分电磁场无法在金属真空管道传输，被局限在谐振
腔结构中，为窄带阻抗；高频部分能在真空管道传输，为宽带阻抗。阻抗虚部为正，称容性阻抗；
虚部为负，称感性阻抗。虚部阻抗 (右图) 必有正负符号变化；如果没有，则表示虚部阻抗不完整。

第二册 §10.2 介绍 Wiener–Khinchin 定理时，提到谱通量 dF/dω 与自相关函数 C 互

为傅里叶变换。上面介绍的阻抗实部 ReZ‖,⊥(ω) 与虚部 ImZ‖,⊥(ω) 也是互为 Hilbert 变

换。这些似乎都与一个称 Kramers-Kronig 关系有关，追溯根源则与因果律有关。此处简

短介绍 Kramers-Kronig 关系。

定理 11.15. Kramers-Kronig 关系、Hilbert 变换

此定理为“双向”定理，关联在复数 (上半) 平面上一解析 (analytic) 函数的实部与虚

部的定理。在实际应用上，时常在已知一物理系统响应前提下，已知实部求虚部，

或已知虚部求实部。

因果性 (causality, 物理) ⇔ 可解析性 (analyticity, 数学)

一般情况下，物理系统响应为一复数函数，其实部与虚部相关而非独立，可写为

χ(ω) =
1

iπ
P.V.

ˆ ∞

−∞

χ (ω′)

ω′ − ωdω
′ (11.189)

其中，χ(ω) 为系统的响应函数。

证明 考虑 x(t) ↔ χ(ω)，将响应函数写成 χ(ω)。假设此响应函数符合物理实

际，即满足因果律，则此函数在数学上为可解析 (analytic) 函数。由于 e−iωt =

e−i(Reω)te+(Imω)t 知，当 t < 0 时，要求满足因果律 x(t < 0) = 0，即要求上半

复平面 Imω > 0 不能有极点。如果复平面存在极点，则只能在轴上或下半平面。

参考图 11.19，有 ˛
χ (ω′)

ω′ − ωdω
′ = 0 (11.190)
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#

于是，有

0 =

˛
χ (ω′)

ω′ − ωdω
′ = P.V.

ˆ ∞

−∞

χ (ω′)

ω′ − ωdω
′ − iπχ(ω) (11.191)

其中，外围半圆围道积分用了 Jordan引理。

注知其一即足够：如果完整知道响应函数的实部或虚部，则对应的另一半函数即

可求得。但很多时候可能是实部知道一些但不完整、虚部知道一些但不完整，而试

着通过 KK 关系拼凑出更完整的响应函数的样貌。

注如果使用虚数单元 j 惯例，j = −i，则复平面上下颠倒。

注除了 §10.2 介绍的谱通量、自相关函数，还有这里介绍的阻抗实部、虚部，甚至

§1.11 介绍的折射率 ñ = n+ iκ其实部、虚部 (或介电系数 ε的实部、虚部)，都满足

KK 关系。以 (复) 介电系数 ε(ω) 为例，当时变电磁波经过 ε(ω) 的媒质时，Re ε(ω)

对应波传播时的相速度、群速度，Im ε(ω) 对应波传播时振幅的衰减或增长。

注以上为典型关于 KK 关系的介绍。还有一种避开复变函数围道积分的介绍方式，

感兴趣的读者可参考https://en.wikipedia.org/wiki/Kramers%E2%80%93Kron

ig_relations。

注以上 KK 关系给出的是响应函数实部、虚部的关系。在控制理论中，更多时候

关联的是幅值 (amplitude)、相位 (phase)，有波特关系 (Bode gain-phase relation) 或

波特图 (Bode plot)。细节此处不论。

注 关于 KK 关系的更多讨论，可参考 John S. Toll, Causality and the Dispersion
Relation: Logical Foundations, Phys. Rev. 104, 1760 (1956). https://journals.aps
.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.104.1760。

注数学上对应的定理称 Sokhotski-Plemelj 定理。参考此讲义 §13.5.1。

图 11.19: 证明 Kramers-Kronig 关系的积分围道。

!
笔记 上面提到，更多时候其实是对一系统的响应不完全掌握，因此在知道片面信息前提

下 (比如：实部、幅值)，试着通过 KK 关系拼凑出更完整的响应函数的样貌。敏锐的读者可

能猜到了真正大量使用 KK 关系的领域：研究 (一知半解的) 物质结构的散射 (scattering)、
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吸收谱学、反射谱学 (spectroscopy) 等。

以上介绍的 Kramers-Kronig 关系除了将物理上响应函数的因果性与数学上复变函

数的可解析性紧密结合外，还有一个隐性假设，即假设响应函数表征的系统为线性系统

(linear system)。严格来说，当一系统的输入信号强度超过一范围时，响应函数将不再能很

好地表征对应物理实际的系统，意味着系统进入非线性区间。对非线性系统，响应函数

的实部、虚部间的关系不再由上面的定理，而需要修正或推广 Kramers-Kronig 关系。细

节此处不论，对此感兴趣的读者，请自行参考相关文献。
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11.7 尾场与阻抗公式

11.7.1 一个近似、有用的集总化模型 — 等效 RLC 模型

从第一原理 (电磁场理论) 开始，建立一个电磁部件的尾场、阻抗模型通常是一件非

常艰巨的任务，无论是通过理论推导或数值模拟。如果将电磁部件视为黑盒子，通过对

它的部分认识，还是能够一定程度上建立一个粗糙的尾场或阻抗模型。这里给出一个近

似、有用的集总化模型，称等效 RLC 模型。概念源于部件里总不脱离时变电磁场的相互

转换、振荡、衰减等，因此其集总效应可类比为电路理论中的 RLC 电路。

在电路理论中，讨论电阻、电容、电感等物件是集总化的，通常以符号

表示电阻，以 表示电容，以 表示电感。一

般以参数 R,C,L 分别量化。在电路理论中，以上元件的数值一般是给定的，获取这些元

件的数值一般通过场的分析、数值模拟或实验手段。简单回顾一下这三种元件在电路理

论中的量化定义：

电容 C ≡ q
V ，其中，V 是部件两端电位差。如果考虑的是单位长度的电容，则可

以写成 C ≡ τ
V 。AC 电流经过电容元件时，有 I(t) = dq

dt = C dV
dt 。对时谐场，有

Ĩ = −iωCṼ ⇒ Z‖ = Ṽ /Ĩ = −1/iωC (11.192)

电阻 R ≡ V
I 。AC 电流经过电容元件时，有 V (t) = I(t)R。对时谐场，有

Ṽ = ĨR⇒ Z‖ = R (11.193)

电感 L ≡ Φ
I ，其中，Φ =

˜
B · dS 为磁通量。AC 电流经过电感元件时，有 V (t) =

dΦ
dt = LdI

dt。对时谐场，有

Ṽ = −iωLĨ ⇒ Z‖ = −iωL (11.194)

参考图 11.20，由电路理论的知识，端口处的纵向阻抗可以写成

图 11.20: 并联 RLC 等效电路模型。

1

Z‖
=

1

RS
+

i

ωL
− iωC ⇒ Z‖(ω) =

RS

1 + iQ
(
ωR
ω −

ω
ωR

) (11.195)

其中，Q = RS

√
C/L、ωR = 1/

√
CL、RS 称分路阻抗 (shunt impedance)。利用 Panofsky-
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Wenzel 定理，Z‖(k) = kZ⊥(k)，对应的横向阻抗有

Z⊥(ω) =
c

ω

RS

1 + iQ
(
ωR
ω −

ω
ωR

) (11.196)

!
笔记 回忆一下，§1.13 讨论谐振腔的时候，介绍过几种不同的品质因数，包含固有品质因

数 Q0、有载品质因数 QL、外部品质因数 Qe，想一下，这里的品质因数是哪一种?

对不同品质因数 Q，横纵向阻抗的样貌大致如图 11.21所示。

图 11.21: 基于 RLC 等效电路模型的纵向与横向阻抗。实线表示阻抗实部，虚线表示阻抗虚部。
ImZ > 0 为容性阻抗，ImZ < 0 为感性阻抗。

上面给出阻抗后，根据尾场函数与阻抗的傅里叶变换定义，对应的纵向尾场函数有

W‖(z) =






0 if z > 0,

αRS if z = 0,

2αRSeαz/c
(
cos ω̄zc + α

ω̄ sin ω̄z
c

)
if z < 0,

(11.197)

其中，α = ωR/2Q、ω̄ =
√
|ω2

R − α2|。注意到，这里 z > 0 表示粒子前方坐标。由于因

果律，W‖(z > 0) ≡ 0。

对应的横向尾场函数有

W⊥(z) =





0 if z ≥ 0,
cRSωR
Qω̄ eαz/c sin ω̄z

c if z < 0.
(11.198)
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性质 11.7. 窄带 RLC 阻抗的近似表示式

#

对窄带 (narrowband) 阻抗，有 Q . 1，或假设 Q → ∞, RS → ∞，但比值 RS/Q

保持一常数，则对应的 RLC 阻抗函数有近似表示式如下。对纵向阻抗，有

Z‖(ω) = ReZ‖(ω) + i ImZ‖(ω) (11.199)

其中，

ReZ‖(ω) ≈
π

2

RSωR

Q
[δ (ω − ωR) + δ (ω + ωR)]

ImZ‖(ω) ≈
RSωR

2Q

(
1

ω − ωR
+

1

ω + ωR

)
.

(11.200)

对应的纵向尾场函数有

W‖(z < 0) ≈ RSωR

Q
cos

ωRz

c
(11.201)

对横向阻抗，有

Z⊥(ω) = ReZ⊥(ω) + i ImZ⊥(ω) (11.202)

其中

ReZ⊥(ω) ≈
πcRS

2Q
[δ (ω − ωR)− δ (ω + ωR)]

ImZ⊥(ω) ≈
cRSωR

2Qω

(
1

ω − ωR
+

1

ω + ωR

) (11.203)

对应的横向尾场函数有

W⊥(z < 0) ≈ cRS

Q
sin

ωRz

c
(11.204)

上面性质给出窄带 RLC 阻抗的近似特性，另一个极端情况为宽带 (broadband) 阻抗

函数，将在下一小节与 §11.8讨论。以下整理RLC阻抗在低频、中频、高频的一些渐进特性。

性质 11.8. 等效 RLC 阻抗的渐进特性

以纵向 RLC 阻抗为例

Z‖(ω) =
RS

1 + iQ
(
ωR
ω −

ω
ωR

) (11.205)

在低频区间 ω $ ωR，主要为虚部感性阻抗

Z‖(ω) ≈ −i
RS

QωR
ω ∝ −iωL (11.206)

在共振频率附近 ω ≈ ωR，主要为实部电阻

Z‖(ω) ≈ RS (11.207)

在高频区间 ω . ωR，主要为虚部容性阻抗

Z‖(ω) ≈ −
RSωR

iQω
∝ − 1

iωC
∝ +

i

ωC
(11.208)

注对横向 RLC 阻抗，Z⊥ = c
ωZ‖，以上结论不变。
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#

!
笔记前面介绍的空间电荷阻抗为 纯感性 阻抗，电阻壁阻抗则包含 部分实部 电阻

与 部分虚部感性 阻抗。谐振腔阻抗形式同以上等效 RLC 阻抗，在不同频率区间特

性不同，可能感性、可能阻性、可能容性，视频率区间而定。

" 练习 11.21 试着推导 RLC 等效模型的阻抗、尾场函数。 "

RLC 等效模型的物理图像 有些细心的读者可能会好奇，RLC 电路模型有串联、有并

联，两者互为对偶 (dual)。为什么图 11.20倾向于采用并联连接? 这里给出关于 RLC 等效

模型的物理图像的简短讨论。

参考图 11.22 (左)，考虑图中所示的空的、被动的谐振腔，在束团经过之前腔里不存

在任何电磁场，该空腔相对于 z 轴具有旋转对称性，当束团通过间隙的时候，其电流 IB

将在谐振腔内激发一些电磁场。简化起见，只考虑空腔的一个激励模式，即磁场 B 绕着

如图所示的进、出纸面方向，电场 E 的主要贡献则平行于束团前进方向，集中在谐振腔

中心轴附近。根据法拉第感应定律，随着束团经过的期间，束团激励的磁场逐渐增加，于

是在谐振腔两侧侧壁上将感应一电流用以“抵抗”增加的磁通量。感应电流 IL 沿着所示方

向流经外部空腔壁，此电流 IL 在谐振腔间隙的出口和入口附近分别引起正电荷和负电

荷的积累，如图所示。这个电荷积累产生了感应电场，沿着与束团前进方向相反的方向，

且此感应电流将逐渐使感应电场增大。

图 11.22: 束团经过谐振腔时激励的电磁场形态 (左)、其 RLC 等效电路模型 (中) 与简化的 RLC 等
效电路模型 (右)。图例修改自 P.L. Morton, Introduction to Impedance For Short Relativistic Bunches,
SLAC-PUB-6052 (1993). https://www.slac.stanford.edu/pubs/slacpubs/6000/slac-pub-6
052.pdf。
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利用全电流定律， ˛
C
H · d# = If +

¨
A

∂D

∂t
· dS (11.209)

其中，If = IB + IL。对图 11.22左图中的虚线，即积分平面的一部分，沿着谐振腔侧壁

绕行一周积分后，有

0 = (IB + IL) + IC (11.210)

其中，̧ C H ·d# = 0，因为谐振腔侧壁无切向分量的磁场。这里的 IC = ε0
˜

A
∂E
∂t ·dS 为位

移电流，对应在谐振腔间隙产生的随时间改变的电场。此即基尔霍夫电流定律 (Kirchhoff
current law)。虽然在第一章介绍位移电流时，将其写成 ID，这里我们写成 IC。由上讨论，

可以看到，IB 为束团前进时的电流，IL 表征谐振腔两侧产生的感应电流，IC 为谐振腔

间隙附近由于正负电荷积累产生的等效的位移电流。三者满足 IB + IL + IC = 0。忽略

谐振腔入口之前与出口之后的金属真空管道的影响，在谐振腔入口出口处，可视为等效

电路的节点 (node)，且入口、出口的间隙正负电荷积累产生的等效电流就像电容。在谐

振腔两侧附近磁场与感应电流 IL 互生，就像电感。于是，束团经过谐振腔产生的“场”可

以用集总元件并联的 RLC 等效电“路”描述。怎么会有电阻? 等效电阻可以视为由于谐振

腔金属两侧管壁的有限大电阻率的集总效应，可以当做寄生在电感旁边的电阻 r，参考

图 11.22(中)。或者，当此寄生电阻 r $
√
L/C 时，可额外并联出来视为贡献焦耳热效

应，参考图 11.22 (右)。分出来的电阻称分路阻抗 (shunt impedance) RS，有 RS =
√

L
rC。

基于并联RLC等效电路的动力学过程可写成如下积分-微分方程式 (integro-differential
equation)，有

C
dV

dt
+

1

RS
V +

1

L

ˆ t

0
V dτ = −IB (11.211)

伴随有限大电导率或非零寄生电阻，有品质因数 Q。电路理论学过，以上等效 RLC 电路

的特征振荡频率有 ωR = 1/
√
LC。电气专业的读者应该能很快联想到，当束团经过谐振

腔时，电流 IB 的频率成分中如果含有 ωR 时，就容易使谐振腔“共振”，即在谐振腔两侧

的磁场、在入口出口处的电场振幅变得越来越大。

略去推导，上式积分-微分方程式可改写成二阶微分方程，有

V̈ (t) + 2
ωR

2Q
V̇ (t) + ω2

RV (t) = −ωRRS

Q
İB(t) (11.212)

其中，
1

C
=
ωRRS

Q
, ω2

R =
1

LC
(11.213)

回顾一下，我们在 §1.13 介绍谐振腔的时候定义过谐振腔的品质因数、分路阻抗等。

当时，分路阻抗被视为粒子能够从谐振腔得到的能量增益；这里则视为在谐振腔中贡献

焦耳热的等效寄生电阻。总体来说，分路阻抗越大表征束团与谐振腔的交互作用越显著，

无论是能量增益或能量损失。
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注 以上为单模 (single-mode) 的 RLC 等效电路模型，一般谐振腔不只一个模，对多模

(multi-mode) 情况，可以推广 RLC 等效电路模型，有

VT (t) =
N∑

n=1

Vn(t) (11.214)

其中，N 为模式总数。第 n 个模对应的二阶微分方程有

CnV̈n(t) +
V̇n(t)

RS,n
+

Vn(t)

Ln
= −İB(t) (11.215)

等效电路模型可参考图 11.23，细节此处不论。

图 11.23: 束团经过谐振腔时激励的多模等效 RLC 电路模型。图例修改自 P.L. Morton, Introduction
to Impedance For Short Relativistic Bunches, SLAC-PUB-6052 (1993). https://www.slac.stanfor
d.edu/pubs/slacpubs/6000/slac-pub-6052.pdf。

注 谐振腔如果不是空的、被动的，而有外部馈入电磁场，也能推广以上等效电路包含外

部激励源，此时的积分-微分方程等式右边将增加一项外部驱动项，有

C
dV

dt
+

1

RS
V +

1

L

ˆ t

0
V dτ = −IB + IG (11.216)

其中，驱动项表征的电流写为 IG。

!
笔记 对粒子经过谐振腔的等效电路模型感兴趣的读者，可参考 P.L. Morton, Introduction
to Impedance For Short Relativistic Bunches, SLAC-PUB-6052 (1993). https://www.slac

.stanford.edu/pubs/slacpubs/6000/slac-pub-6052.pdf。

11.7.2 类腔结构的阻抗估算

在粒子加速器中，金属真空管道不可能完全均匀，比如：在经历谐振腔等加速结构

时，一般局部管道半径会增加；在经历如波荡器等插入节时，为了提高有效磁场强度，

局部管道半径可能减小。在还没有完整、细致的加速器传输管道 (beam pipe) 设计参数
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之前，对腔体结构阻抗的快速评估与其对集体效应的影响是很重要的，同时具有现实意

义。在许多加速器中，金属真空管道有各种各样的类腔结构 (cavity-like structure)，类腔

结构的尺寸一般与真空管道尺寸相近，如图 11.24所示，对类腔结构来说，唯一的参量为 b。

图 11.24: 加速器类腔结构，其结构尺寸与真空管道尺寸相近。对类腔结构来说，唯一的参量为 b。
(a,b,c) 为束团进入前、在内部、离开后的尾场示意图。此处假设束团长度与结构尺寸、真空管道
尺寸也在同一个数量级。图例修改自 Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in
High Energy Accelerators, John Wiley & Sons (1993)。

在继续讨论之前，先给出以下的预备定理。

定理 11.16. 类腔结构尾场、阻抗的数量级估算

回忆 §11.5，如果采用经典教科书基于 cosmθ 环束 (ring beam) 的定义，则横向与

纵向尾场函数不再限于点束团。对任意横向分布的束团，在圆柱坐标系，其电荷密

度与电流密度可以分阶展开a。细节不论，以此方式定义的尾场函数与阻抗，对唯

一参量 b 的类腔结构的 m 阶横纵尾场函数与阻抗的数量级可估算如下：(SI/MKS
单位制)

W‖,m≥0(z) ≈
Z0c

4π

1

b2m+1

W⊥,m≥1(z) ≈ −
Z0c

4π

1

b2m

(11.217)

此处暂不纠结正负号。
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#

根据傅里叶变换定义，忽略 e−ikz ∼ 1，
´∞
−∞ dz/c→ b/c，对应的阻抗函数有

Z‖,m≥0(ω) ≈
b

c
W‖,m≥0 ≈

Z0

4π

1

b2m
≈ 1

b2m
× 30 Ω

Z⊥,m≥1(ω) ≈ i
b

c
W⊥,m≥1 ≈ i

Z0

4π

1

b2m−1
≈ i

b2m−1
× 30 Ω

(11.218)

以上结果将作为类腔结构尾场、阻抗的数量级估算。

注以下分析仅关注 m = 0,m = 1。

注有时候，关联不同阶之间的阻抗很有用。利用量纲分析，有

Z‖,m≥1 ∼
2

b2m
Z‖ 或 Z⊥,m≥1 ∼

2c

b2mω
Z‖ (11.219)

对 m = 0,m = 1，有以下实用公式

Z⊥ ∼
2c

b2ω
Z‖ 或 Z⊥ ∼

2R

b2
Z‖
n

(11.220)

其中，n = ω/ω0、ω0 = c/R。

证明 参考 Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy
Accelerators, John Wiley & Sons (1993)一书。

性质 11.9.圆柱截面电阻壁横纵向阻抗函数关系

#

作为一个意外、但实用的结果，上面近似表示式 Z⊥ ∼ 2c
b2ωZ‖ 对“圆柱截面电

阻壁”阻抗恰好 准确成立，其横纵向阻抗可以按此式相互关联，写成

Z⊥(ω) =
2c

b2ω
Z‖(ω) (11.221)

其中，b 为金属真空管壁半径。由于电阻壁纵向阻抗 Z‖ ∝ 1/b，因此，其横

向阻抗 Z⊥ ∝ 1/b3。当管壁半径减小时，电阻壁横向阻抗增加非常显著，将

导致时常令人头痛的电阻壁横向耦合束团不稳定性 (参考 §13.8.6介绍)。

a

ρ =
∞∑

m=0

ρm 与 J =
∞∑

m=0

Jm

其中，

ρm =
Im

πam+1 (1 + δm0)
δ(s− ct)δ(ρ− a) cosmθ

Jm = cρmŝ

其中，a 为束团中心偏离轴心的距离。多极矩系数 Im 定义为

Im = Re

˚
(x+ iy)mρdV

对偏离轴心 ρ = a 的单粒子而言，Im = qam 为总电荷 q 的 m 阶矩。对均匀环型电荷分布，Im = q，
当 m = 0；Im = 0，当 m )= 0。
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!
笔记 单位长度纵向圆柱截面电阻壁阻抗 Z‖(ω) 在前面 §11.5.1给出

Z‖(ω) = [1− i sgn(ω)]
1

2bc

√(
Z0c

4π

)
2|ω|
πσ

由此可知，单位长度横向圆柱截面电阻壁阻抗 Z⊥(ω) ∝ 1
b3
√

|ω|
。在低频段 (对应到时域

为长程)、口径狭窄的金属真空管壁，横向电阻壁阻抗较大。这是典型环形加速器中，导

致电阻壁不稳定性 (resistive wall instability) — 一种横向耦合束团不稳定性 — 的“元凶”

之一。抑制此不稳定性一般需要设计外部反馈系统，也是加速器为什么存在外部横向反

馈/阻尼系统的动机之一。相对而言，纵向电阻壁阻抗导致的集体效应一般不是大问题。

根据预备定理，以下试着估算类腔结构的纵向阻抗。实部与虚部分开分析。先从实

部开始，思路采用 能量守恒 。由图 11.24，考虑在频率 ω ∼ c/b 附近的电磁场行为，其

中，b 同时为类腔结构尺寸、真空管道半径、束长。束团经过类腔结构后，残留在类腔结

构内的尾场能量。现在想想，残留在类腔结构内的电磁场能量是否就是束团整体损失的

能量? 粗略来说，残留在类腔结构内的电磁场能量只占束团损失能量的一半而已。为什

么这么说? 另一半呢? 关键在于我们考虑的对象是频率在 ω ∼ c/b附近的电磁场行为。第

1 章学过，对 ω < c/b 的电磁场，确实都局限在类腔结构内了。但是，对高于截止频率

ω > c/b 的电磁场来说，将弥散在类腔结构外的真空管道中。因此，粗略估算，对局限在

类腔结构内 ω < c/b 的电磁场仅占束团损失能量的一半。因此，如果残留在类腔结构内

的电磁场能量写为 ∆E，则束团损失的能量有 2∆E。好，现在计算 ∆E。束团进入类腔结

构前，根据库仑定律与洛伦兹变换，在实验室坐标，束团建立在环境周遭的库仑场可写

成 (根据 §11.2)
Eρ =

2λ0
4πε0ρ

Bφ =
2λ0

4πε0cρ
=

Eρ
c

(11.222)

其中，λ0 = q/b 为束团线密度，假设纵向“均匀”分布。这些场成为束团携带的能量，这

些库仑场在离开类腔结构前，被刮出而残留在类腔结构中，因此，残留在类腔结构内的

电磁场能量有

∆E =

˚
wEMdV =

˚
ε0
2

(
E2
ρ + c2B2

φ

)
dV

=
ε0
2

ˆ 2b

b
ρdρ

ˆ 2π

0
dφ

ˆ b

0
ds
(
E2
ρ + c2B2

φ

)

= ε0

ˆ 2b

b
ρdρ

ˆ 2π

0
dφ

ˆ b

0
ds

4λ20
8π2ε20ρ

2
=

q2

2πε0b
ln 2

(11.223)

将此能量 (的两倍) 与束团损失的能量关联起来 这 里 用 到 了

集总的概念，

即冲量近似。
2∆E ≡ Pb,loss ×∆t = I2b ReZ‖ ×

b

c
(11.224)

其中，Ib = λ0c = qc/b 为束团电流，则有

ReZ‖ ≈
ln 2

πε0c
≈ 83.1 Ω ≈ 80 Ω (11.225)

回想一下思路，这里求纵向阻抗实部的方式不是通过求纵向尾场、进行傅里叶变换，而
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是通过能量守恒定律估算，然后再与阻抗实部关联，且计算电磁场能量时，场还是横向

场。另外，这里假设束团纵向分布为均匀，这个假设是否合理? 注意到，我们关注的类

腔结构尺寸与束长差不多，因此，当束团进入类腔结构时，可以粗略认为束团差不多为

直流分布是合理的。如果束长短于类腔结构尺寸，那么将需要考虑交流分量的贡献。

现在分析虚部，思路采用 法拉第感应定律 。既然是感应定律，那么直流束团电流不

贡献，因此，这里要考虑束团的交流成分。考虑电流 Ĩb = λ̃(ω)c = qce−iωt/b，则当束团

经过类腔结构时，在凹槽内的磁通 Φ =
˜

B · dS 将随时间改变，从而引起纵向感应电场

Es，参考图 11.25。根据法拉第感应定律，有

Ṽ =

ˆ
gap

Ẽsds = −
∂Φ

∂t
= −(−iω)

¨
B̃φdS =

iω

c

2λ̃

4πε0cb
gd (11.226)

注意到，这里采用时谐表示，有 ∂
∂t → −iω，因此电磁场都是频域的时谐量。因此，

Ṽ = −ĨbZ‖ ⇒ Z‖ = −iωZ0
gd

2πbc
≡ −iωL (11.227)

当 g ∼ b, d ∼ b 时，可进一步化简，有

Z‖ ≈ −iωZ0
b

2πc
≈ −i ω

c/b
× 60 Ω (11.228)

到目前为止，我们已经分别得到了类腔结构的实部与虚部阻抗，有

Z‖ = ReZ‖ + i ImZ‖ ≈ 80 Ω− i
ω

c/b
× 60 Ω (11.229)

图 11.25: 浅层谐振腔结构，其中，g ≤ d ≤ b。当 g, d, b 差不多都在同一数量级时，称类腔结构。
此浅层谐振腔结构又称感性结构，主要贡献感性阻抗，即 ImZ‖ < 0 为主要成分。图例修改自
Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy Accelerators, John Wiley
& Sons (1993)。

结合以上讨论的实部与虚部结果与上一节介绍的等效 RLC 模型，可总结为如下定理：

定理 11.17. 等效 RLC 宽带阻抗、短程尾场模型

很多时候对类腔结构的宽带阻抗、短程尾场的粗略估算采用宽带谐振腔模型

(broad-band resonator model)，此模型特性由结构尺寸半径 b 决定。利用等效 RLC
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#

模型概念，有 Q ≈ 1。对纵向阻抗，有

RS ≈ 60 Ω, Q ≈ 1, ωR ≈
c

b
(11.230)

当 ω ≈ ωR 时，有 Z‖ ≈ ReZ‖ ≈ RS。当 ω < ωR 时，虚部为负，感性阻抗主导，

有 Z‖ ≈ ImZ‖ ≈ −iωZ0
b

2πc ≈ −i
ω
ωR
× 60 Ω。

根据 Panofsky-Wenzek 定理，对横向阻抗，有

RS ≈ 60 Ω× 1

b2
, Q ≈ 1, ωR ≈

c

b
(11.231)

当 ω ≤ ωR 时，有 Z⊥ ≈ ReZ⊥ ≈ cRS/ωR。

注以上模型适用于 ω ≤ c/b，对更高频成分，等效 RLC 模型失效。

证明 参考 Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam Instabilities in High Energy
Accelerators, John Wiley & Sons (1993)一书的 pp.84-91。

现在考虑一个实际应用：评估储存环全环的总宽带阻抗，可按如下方式估算

Z‖ ≈ ncav × 60 Ω (11.232)

其中，ncav 是全环类腔结构总数。由于假设每个类腔的长度为 2b，因此，ncav ≈ 2πR/2b =

πR/b。这里忽略了临近类腔间的干涉效应。评估环形加速器的集体效应时，往往采用谐

波阻抗值 Z‖/n，其中，n = ω/ω0 为谐波数 (注意，不是 ncav)。按以上定理，每个类腔结

构的谐波阻抗有 ∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (per cavity) ≈ 60 Ω× b

R
(11.233)

因此，全环 ncav 个类腔结构的谐波阻抗有∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (total) ≈ 60 Ω× b

R
ncav ≈ 60π Ω =

1

2
Z0 (11.234)

其中，Z0 ≈ 377 ≈ 120π Ω。以上假设全环均匀填满类腔结构，对仅有部分填满的情况，

则有 ∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (total) ≈ f

2
Z0 (11.235)

其中，f 为填充比例 (f = 100% 为全填满)。

性质 一般情况，
Z‖
n 希望控制在 1 Ω 或更小。

" 练习 11.22 参考图 11.26，假设 b = 5 cm，以 |Z‖/n| = 1 Ω 为限，证明全环大约存在多少

比例的类腔结构。忽略其它部件的影响。 "
解 约每 18.85 m 就有类腔结构。 "
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图 11.26: 加速器中可能贡献阻抗的部件，包含 RF cavity 提供窄带阻抗、条带型束测元件 (stripline
monitor)、波纹管 (bellows)、电阻壁等。图例修改自 Alexander Wu Chao, Physics of Collective Beam
Instabilities in High Energy Accelerators, John Wiley & Sons (1993)。

定理 11.18. 四种常见部件的宽带阻抗模型

考虑四种常见宽带阻抗：浅层小谐振腔结构、电阻壁结构、表面粗糙结构、类腔结

构。

如图 11.25的浅层 (shallow-cavity structure) 或小谐振腔结构 (small-cavity struc-
ture)，即 g ≤ d ≤ b，低频阻抗由感性成分主导，有

Z‖(ω) = −iωZ0
gd

2πbc
Z⊥(ω) ≈ −iZ0

gd

πb3
(11.236)

成立范围：ω $ c/b。

由于小谐振腔的截止频率较高，忽略弥散到真空管道的电磁能量，则对 g $ b

且短束长 σz ∼ g 的情况，对单个小谐振腔结构，有实部阻抗

Z‖(ω) ≈
Z0

2π

g

b
(11.237)

或谐波阻抗
∣∣Z‖/n

∣∣，其中，n = ω/ω0,ω0 = c/R。假设小谐振腔长度 ≈ 2g，

全环的谐波阻抗有∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (total) ≈ Z‖(ω)×
2πR

2g

ω0

ω
≈ Z0

2

g

b
(11.238)

成立范围：ω ∼ c/g。

电阻壁阻抗可以视为深度为趋肤深度的均匀、浅层结构阻抗。将以上 g 以趋
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#

肤深度 δskin =
√

2
ωµ0σ

代换a，则有

Z‖(ω) ≈
Z0

2π

δskin
b

=
Z0

2π

δ2skin
bδskin

=
Z0

2πbδskin

2

ωµ0σ

⇒
Z‖(ω)

2b
≈ Z0

2πb2δskin

b

cµ0σ
=

1

2πbδskinσ

(11.239)

其中，Z0 = cµ0，σ 为金属电导率。成立范围：ω ∼ c/b。室温情况下，常见

金属电导率有 (SI/MKS 单位制)

σ =






3.5× 107 Ω−1 m−1, 铝 (aluminum)

5.9× 107 Ω−1 m−1, 铜 (copper)

1.4× 106 Ω−1 m−1, 不锈钢 (stainless steel)

表面粗糙阻抗可以将表面凹凸不平的深度尺度视为 ±g/2，则有
∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (total) ≈ Z0

4

g

b
(11.240)

成立范围：ω ∼ c/g。

对单个类腔结构 g ∼ b 且束长 σz ∼ b 的情况，有单个虚部阻抗

Z‖ ≈ −iωZ0
b

2πc
≈ −i ω

c/b
× 60 Ω (11.241)

或单个谐波阻抗 ∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (per cavity) ≈ 60 Ω× b

R
(11.242)

全环则有 ∣∣∣∣
Z‖
n

∣∣∣∣ (total) ≈ f

2
Z0 (11.243)

其中，f 为填充比例 (f = 100% 为全填满)。

注 对单个浅层谐振腔结构，涉及辐射衍射分析的理论称 Fraunhoffer 衍射 (Fraun-
hoffer diffraction)。对单个深层谐振腔结构，涉及辐射衍射分析的理论称 Fresnel 衍
射 (Fresnel diffraction)。

a对一般常见金属管壁, 当电磁波频率为 f 时, 有

δskin[mm] =
1√

f [MHz]
×






0.066, 铜 (copper)
0.086, 铝 (aluminum)
0.43, 不锈钢 (stainless steel)

稍微总结一下上面介绍的阻抗估算的分析套路。纵向阻抗的实部按能量守恒估算，虚

部则利用法拉第感应定律。再来，结合纵向阻抗的实部与虚部之后，利用等效 RLC 模型

给出模型参数RS , Q ≈ 1,ωR ≈ c/b。横向阻抗则在此基础上利用 Panofsky-Wenzel 定理给

出。活用之后，可以应用在浅层小谐振腔结构、电阻壁结构、表面粗糙结构、类腔结构

等的阻抗估算。
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以上尽管不是非常精确但却是实用的分析，其成立范围为 ω ≤ c/b。对更高频的分

析，以上论证方式不再适用，需要其它更高频的分析方式，称衍射模型 (diffraction model)。
最早由 J.D. Lawson 提出。以下简短介绍。

对更高频的阻抗估算，关键在如何更合理给出阻抗的频率依存关系 Z‖(ω)。前面介

绍估算 (相对低频的) 阻抗实部的方式时，常将 ω 以 c/b 代换，现在就不能这么做。此外，

前面将束团经过类腔结构的时间长度以 b/c 代换，容易使阻抗中的频率依存关系不小心

“抵消”。为了避免此一情况，这里尽量考虑“功率密度”，即坡印廷向量 S = Szez，而不是

对时间积累的“能量”。

进入谐振腔结构前，束团携带的坡印廷向量有

Sz0 = EyHx =
EyBx

µ0
=

4λ20
16π2ε20µ0cb2

(11.244)

其中，电磁场即为前面介绍的空间电荷场

Eρ =
2λ0
4πε0ρ

≈ Ey

Bφ =
2λ0

4πε0cρ
=

Eρ
c
≈ −Bx

(11.245)

这里我们将圆柱坐标的量近似考虑为直角坐标的量。接着，我们利用波动光学 (wave op-
tics) 中的 Fresnel 衍射定理 ，即此坡印廷向量经过衍射后，可以 Fresnel 积分因子表示，

有

Sz(y) ≡ Sz0Φ(u) = Sz0
1

2

{[
C(u) + 1

2

]2
+

[
S(u) + 1

2

]2}
(11.246)

其中，u = y
√

2
λg，这里的 C,S 称 Cornu spiral 或 Euler spiral 或 clothoid(回旋曲线) 或

Fresnel 积分，定义为

C(u) + iS(u) ≡
ˆ u

0
ei

π
2 t

2
dt (11.247)

此积分具有如下结果 ˆ 0

−∞
Φ(u)du =

1

2π
(11.248)

" 练习 11.23 Cornu spiral 是一种特殊曲线，表征瞬时位置的曲率与该位置经历的曲线长度

有关，多应用于道路或铁路从直线段到弯转段间的过渡曲线 (transition curve) 的设计。利

用 MATLAB 画出 Cornu spiral 的 C(u),S(u) 随 u 变化的函数与 B(u) = C(u) + iS(u) ∈ C
在复平面对 u 的参数化形式。 "
解 参考https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_spiral "

回到主题，阻抗实部可与衍射电磁场功率关联，因此，先计算衍射电磁场功率，即

图 11.27中的灰色区域的电磁场功率。将衍射后的坡印廷向量对横向区域面积积分，有

2πb

ˆ 0

−∞
Sz(y)dy = 2πb

√
λg

2

4λ20
16π2ε20µ0cb2

ˆ 0

−∞
Φ(u)du (11.249)
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图 11.27: 高频、单个谐振腔结构阻抗的衍射模型。左图灰色区域为平面电磁波经尖角衍射后的区

域，涉及的 y 方向深度大约有 1
2π

√
λg
2 ，其中，λ = 2πc/ω 为电磁波波长。右图表征波动光学与几

何光学对待电磁波经过障碍物的物理图像。图例修改自 Alexander Wu Chao, Physics of Collective
Beam Instabilities in High Energy Accelerators, John Wiley & Sons (1993)。

乘上两倍后，可与阻抗关联

2× b

√
πcg

ω

4I2b
16π2ε20µ

3
0b

2
= I2b ReZ‖(ω) (11.250)

于是，有

ReZ‖(ω) =
Z0

2π3/2
1

b

√
cg

|ω| (11.251)

此处 ε20µ0c3 = 1/Z0。上式根号中 |ω| 绝对值符号表示 ReZ‖(ω) 为 ω 的偶函数。现在，利

用 §11.6介绍的阻抗实部与虚部满足 Hilbert 变换，有

ImZ‖(ω) = −
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ReZ‖ (ω

′)

ω′ − ω (11.252)
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代入计算主值积分31，利用

P.V.
ˆ ∞

−∞

1√
ω′ (ω′ − ω)

dω′ =
π√
−ω

, ω < 0 (11.253)

其中，要求 Reω < 0, Imω = 0。于是，纵向阻抗虚部有

ImZ‖(ω) = −
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ReZ‖ (ω

′)

ω′ − ω = − 1

π

Z0

2π3/2

√
cg

b
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′

1√
ω′

ω′ − ω

= − Z0

2π3/2

√
cg

b

1√
−ω

=
Z0

2π3/2

√
cg

b
sgn(ω)

π√
|ω|

, ω < 0

(11.254)

再利用纵向阻抗在复平面的对称特性

ReZ‖(−ω) = ReZ‖(ω)

ImZ‖(−ω) = − ImZ‖(ω)
(11.255)

最终纵向阻抗可写成 感 兴 趣 的 读

者 应 自 行 验

证此结果。
Z‖(ω) = [1 + sgn(ω)i]

Z0

2π3/2
1

b

√
cg

|ω| (11.256)

对应的短程纵向尾场函数为

W‖(z < 0) =
Z0c

4π

2
√
2g

πb
|z|−1/2 (11.257)

按类似思路，横向阻抗函数有

Z⊥(ω) = [1 + sgn(ω)i]
Z0c

π3/2
1

b3

√
cg

|ω|3 (11.258)

对应的短程横向尾场函数为

W⊥(z < 0) = −Z0c

4π

8
√
2g

πb3
|z|1/2 (11.259)

对高频、单个谐振腔阻抗的一般特性，可总结为如下定理：

定理 11.19. 高频、单个谐振腔阻抗的定标关系

#

对高频、单个谐振腔阻抗，恒有

Z‖(ω) ∝
√

g

ω
, Z⊥(ω) ∝

√
g

ω3
(11.260)

其中，g 为谐振腔长度。

注对高频、多个谐振腔，按周期形成的串列结构，将不再遵从上面的定标关系。对

纵向阻抗，一般有 Z‖(ω) ∝ ω−3/2。细节此处不论，感兴趣的读者可自行参考相关

文献。

!
笔记 回顾一下上面分别介绍的中低频 ω ≤ c/b 与高频 ω . c/b 阻抗的分析思路与估算方

式。

!
笔记 此小节介绍了单个类腔结构的阻抗估算。除了单个类腔结构，还有“半个”类腔结

31可通过 Mathematica 指令 Integrate[1/(Sqrt[w] (w - ω)), w, -∞, ∞, PrincipalValue -> True]
得到。
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构32，包含骤变的 step-in 或 step-out 结构、缓变的 taper-in 或 taper-out 结构，还有多

个、按周期形成的串列结构，这些也可以按照类似的思路粗略估算其阻抗。差别是，对

多个串列的类腔结构，当考虑的频率低于截止频率时，因为尾场不会泄露到临近类腔

结构，因此其结果与单个类腔结构不会有明显区别。也就是说，对多个串列的类腔结

构，我们更关心的是高于截止频率的阻抗成分，此时对应的是几个类腔结构可视为耦合

谐振子，随着临近结构的相位差，存在不同耦合模式。此时高频阻抗一般有 ω−3/2 定

标关系。对此讨论有兴趣的读者可自行参考相关文献，如：R.L. Gluckstern, Longitudi-
nal impedance of a periodic structure at high frequency, Phys. Rev. D 39, 2780 (1989).
https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.39.2780

结束此小节前，我们说明一下，这里的衍射模型从 Fresnel 衍射定理开始，虽然我们

没有仔细介绍该衍射定理。对那些对此种处理方式不甚满意、觉得不够严谨的读者，可

以通过傍轴波方程 (paraxial wave equation) 开始。傍轴波方程是完整波方程的近似版本，

假设电磁场传播方向贴近中心轴以小角度传播，此时 ∂/∂z $ k = 2π/λ。由此讨论知，

傍轴波方程成立的前提为极高频或极短波长 (λ $ 1) 情况。由于已经假设小角度沿轴传

播，因此傍轴波方程的解仅考虑电磁场往前传播的解 (forward-wave solution)，忽略了电

磁场的返波解 (backward-wave solution)。

傍轴波方程 回顾一下 §1.22 介绍过的内容。这里简单说明从完整波方程到傍轴波方程

的推导。由 §1.2 知，在自由空间中，完整波方程有

∇2





E

H




−
1

c2
∂2

∂t2





E

H




 = 0 (11.261)

简化起见，考虑电场或磁场其中之一，且考虑其中一个方向分量，如：x，则

∂2Ex

∂x2
+
∂2Ex

∂y2
+
∂2Ex

∂z2
− 1

c2
∂2Ex

∂t2
= 0 (11.262)

对其它方向分量或磁场，以下分析都适用。

傍轴波方程基于两个假设：

1. 假设解的形式为33

Ex(x, y, z, t) = ũ(x, y, z)e−iωt+ikz (11.263)

其中，ω = kc。

2. 傍轴近似⇒ ũ 为缓变函数34，即 ∣∣∣∣
1

ũ

∂ũ

∂z

∣∣∣∣$ k (11.264)

或简单写成 ∂/∂z $ k，其中，k = 2π/λ。

32其实，“半个”就不叫类腔，而称步阶 (step) 结构或缓变 (taper) 结构。

33留意，这里 ũ 还保留 z 的函数依存关系。因此，ũ(x, y, z) 或许写成 ũ(x, y, z; k) 更合适。

34其实，这里 ũ 不仅对 z 缓变，对 x, y 也缓变。
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根据以上两个假设，即可得傍轴波方程，有

∂2ũ

∂x2
+
∂2ũ

∂y2
+ 2ik

∂ũ

∂z
= 0 (11.265)

其中，忽略了二阶微分项 ∂2/∂z2。如果写成圆柱坐标形式，利用 ρ =
√
x2 + y2，则傍轴

波方程有 此 偏 微 分 方

程 为 抛 物 线

型 (parabolic)
偏微分方程。

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂ũ

∂ρ
+ 2ik

∂ũ

∂z
= 0 (11.266)

" 练习 11.24无论是直角坐标或圆柱坐标，这里给出的傍轴波方程的参考轴 z都在直线段上。

如果是曲线坐标，即 Frenet-Serret 坐标系，则傍轴波方程需要修改。试推导 Frenet-Serret
坐标系下的傍轴波方程。 "
解

∂2ũ

∂x2
+
∂2ũ

∂y2
+

2k2x

ρ2
ũ+ 2ik

∂ũ

∂s
= 0 (11.267)

其中，ρ 为 xs 平面上的弯转半径。这里的 z 应写为 Frenet-Serret 坐标系中的 s。当 ρ →
∞, s→ z 时，上式退化为直线段傍轴波方程。 "

!
笔记 由此傍轴波方程衍生的关于尾场、阻抗的计算，可以参考 Gennady Stupakov, Using
the parabolic equation for calculation of beam impedance, New J. Phys. 8 280 (2006). https:
//iopscience.iop.org/article/10.1088/1367-2630/8/11/280/pdf

11.7.3 几何光学近似分析

上一小节介绍了类腔结构在中低频 ω ≤ c/b 与高频 ω . c/b 阻抗的分析思路与估算

方式。衍射模型给出当 ω → ∞时，Z‖,⊥ → 0，即在极高频时失效。对极高频或极短尾

场特征长度或极短束长，此时可采用几何光学近似分析 (geometric optics approximation 或

optical approximation)。以下总结几何光学近似分析的结论：

定理 11.20. 几何光学近似尾场与阻抗函数

#

对极高频情况，基于几何光学近似分析知 (测试粒子在后方 z < 0)
纵向阻抗 Z‖ 为纯实数 (无虚部)，且与频率无关。

纵向尾场函数 W‖ ∝ δ(z)，束团整体的尾场为 W‖(z) ∝ λ(z)，其中，λ(z) 为

束团纵向分布函数。

横向阻抗 Z⊥ 为纯实数 (无虚部)，与频率成反比 Z⊥ ∝ 1/ω。

横向尾场函数 W⊥ ∝ H(−z)，其中，H 为单位阶跃函数 (unit step function)。
束团整体的尾场为W⊥(z) ∝

´ z
−∞ λ (z′) dz′，其中，λ(z)为束团纵向分布函数。

证明 参考 G. Stupakov, K.L.F. Bane, and I. Zagorodnov, Optical approximation in the
theory of geometric impedance, Phys. Rev. ST Accel. Beams 10, 054401 (2007).
https://journals.aps.org/prab/pdf/10.1103/PhysRevSTAB.10.054401
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11.7.4 尾场与阻抗模型公式

尽管这一章只重点介绍了三种涉及集体效应的电磁场模型，如能善用它们，或许能

定性解读许多更复杂的物理现象。比如：考虑谐振腔的侧壁为有限电导率金属时，由此

效应导致的部分能量损耗可以通过上一节的结果估算。这里介绍的谐振腔结构也未必要

实际对应“谐振腔”，它可以是真空管壁在加速器管道某个位置半径突变的结构。

尽管上面介绍的三种电磁场模型已经是简化模型，有些时候，我们可能需要更简化

的模型，比如：假设尾场函数为常数或三角函数，虽然这些模型已经由于过度简化而不

满足物理实际，但偶尔仍有实用性。此种情况的尾场函数与对应的阻抗函数整理如下：

定理 11.21. 特殊尾场函数及其阻抗函数

考虑以下几种特殊函数形式：

对纵向常数尾场函数，写为

W‖(z) =






0, z > 0

1
2W0, z = 0

W0, z < 0

(11.268)

对应的阻抗函数有

Z‖(k) =
W0

ck
[i+ πkδ(k)] (11.269)

又称容性尾场、容性阻抗。

对纵向指数衰减尾场函数 (α > 0)，写为

W‖(z) =






0, z > 0

1
2W0, z = 0

W0eαz, z < 0

(11.270)

对应的阻抗函数有

Z‖(k) =
W0

c

1

α− ik
(11.271)

当 α→ 0+ 时，退化为常数尾场与阻抗函数。

对纵向零阶贝塞尔函数形式的尾场函数 (α > 0)，写为

W‖(z) =






0, z > 0

1
2W0, z = 0

W0J0(αz), z < 0

(11.272)

对应的阻抗函数有

Z‖(k) =






−i W0 sgn(k)

c
√
k2c2 − α2

if |k| > α

W0

c
√
α2 − k2c2

if |k| < α
(11.273)
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对横向常数尾场函数，写为

W⊥(z) =






0, z ≥ 0

−W0, z < 0
(11.274)

对应的阻抗函数有

Z⊥(k) =
W0

ck
[1− iπkδ(k)] (11.275)

对纵向余弦尾场函数，写为

W‖(z) =






0, z > 0

W0
2 , z = 0

W0 cos(k0z), z < 0

(11.276)

对应的阻抗函数有

Z‖(k) = i
W0

2c

(
1

k − k0
+

1

k + k0

)
(11.277)

对横向正弦尾场函数 (W0 > 0)，写为

W⊥(z) =






0, z ≥ 0

−W0 sin(k0z), z < 0
(11.278)

对应的阻抗函数有

Z⊥(k) = −
W0

2c

[
i

k − k0
+ πδ (k − k0)−

i

k + k0
− πδ (k + k0)

]
(11.279)

对横向指数衰减尾场函数 (W0 > 0,α > 0)，写为

W⊥(z) =






0, z ≥ 0

W0zeαz, z < 0
(11.280)

对应的阻抗函数有

Z⊥(k) = i
W0k

c(k + iα)2
(11.281)

此为当 Q = 1/2 时的横向 RLC 阻抗函数。

对 δ 一阶导纵向尾场函数 (如：纵向空间电荷尾场函数)，写为

W‖(z) = Kδ′(z) (11.282)

对应的阻抗函数有

Z‖(k) = ik
K

c
(11.283)

又称感性尾场、感性阻抗。

对 δ 型横向尾场函数 (如：横向空间电荷尾场函数)，写为

W⊥(z) = Kδ(z) (11.284)
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#

对应的阻抗函数有

Z⊥(k) = i
K

c
(11.285)

!
笔记以上为已知尾场函数，给出对应的阻抗函数。以下给出已知阻抗函数，给出

对应的尾场函数。

对一实常数、纯阻性纵向阻抗 (一个实际例子如：step-out 结构)，写为

Z‖ = Z0A (11.286)

其对应的尾场函数有

W‖(z ≤ 0) = Z0cAδ(z) (11.287)

对一如下形式实部纵向阻抗函数，写为

ReZ‖(k) =





R0, |k| < k0

0, |k| > k0
(11.288)

则对应的虚部纵向阻抗函数有

ImZ‖(k) =
R0

π
ln

∣∣∣∣
k + k0
k − k0

∣∣∣∣ (11.289)

其对应的尾场函数有

W‖(z ≤ 0) =
2R0c

πz
sin k0z (11.290)

对一容性横向阻抗，写为

Z⊥(k) =
Z0A

k
(11.291)

其对应的尾场函数有

W⊥(z ≤ 0) = −Z0cAH(−z) (11.292)

对一感性横向阻抗，写为

Z⊥(k) = Z0Ak (11.293)

其对应的尾场函数有

W⊥(z ≤ 0) = −Z0cAδ
′(z) (11.294)

除上一节介绍过的尾场、阻抗公式外，以下忽略推导细节，这里给出高频、一维纵

向空间电荷阻抗、一维纵向相干同步辐射尾场、阻抗与一维周期性谐振腔结构纵向阻抗

的结果。

定理 11.22. 高频、一维纵向空间电荷阻抗

前面 §11.6给出的纵向空间电荷阻抗为低频表示式。这里给出高频表示式。参考

图 11.28，基于一维线电荷模型，在自由空间中有以下单位长度纵向空间电荷 (lon-
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图 11.28: 高频、一维纵向空间电荷阻抗模型示意图。此模型适用范围为波长 λ ≥ 4πrb/γ。此处
rb/γ 约为库仑场展开的有效长度尺度，短于此长度尺度，则此分析可能失效。

gitudinal space charge, LSC) 阻抗:

Zon-axis
LSC (k) =

iZ0

πγrb

1− ξbK1(ξb)

ξb
(11.295)

其中，

K1 为第二类 1 阶修正贝塞尔函数 (modified Bessel function of the second kind)
ξb = krb/γ

rb 为束团半径，一般取 rb ≈ 1.747
2 (σx + σy)

注成立条件：λ ≥ 4πrb/γ

证明 由 §11.2，纵向空间电荷场的格林函数形式有

Ez(x, y, z;x
′, y′, z′) =

1

4πε0

qγ(z − z′)

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + γ2(z − z′)2]3/2
(11.296)

其中，x, y, z为测试粒子横向坐标，x′, y′, z′为源粒子横向坐标。z− z′ > 0表示在

测试粒子在源粒子前方，z − z′ < 0表示测试粒子在源粒子后方。利用以下技巧将

此格林函数展开

Ez(r, r
′) =

q

4πε0

γ (z − z′)
[
(x− x′)2 + (y − y′)2 + γ2 (z − z′)2

]3/2 = − q

4πε0

1

γ2
∂

∂z

1

|r− r′|

= − iq

4π2ε0γ2

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)

ˆ ∞

−∞
dkeik(z−z′)kIm

(
kr<
γ

)
Km

(
kr>
γ

)

(11.297)
其中，r>表示选择测试粒子 r或源粒子 r′横向坐标中较大者，r<表示选择测试粒
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#

子 r或源粒子 r′横向坐标中较小者。对 z傅里叶变换后，有

Ẽz(k) =

ˆ ∞

−∞
dzEz(r; r

′)e−ikz

= − iq

γ2πˆ ∞

−∞
dze−ikz

ˆ
dr′ρ

(
r′
) ∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)

ˆ ∞

−∞
dκeiκ(z−z′)κIm

(
κr<
γ

)
Km

(
κr>
γ

)

= −2iq

γ2

∞∑

m=−∞

ˆ
dr′ρ

(
r′
)
ke−ikz′eim(φ−φ′)Im

(
kr<
γ

)
Km

(
kr>
γ

)

(11.298)
其中，对 k的积分结果为 δ函数，同时化简了 κ积分ˆ ∞

−∞
dze−i(k−κ)z = 2πδ (k − κ) (11.299)

假设束团横向为均匀分布，半径 rb，即

ρ
(
r′
)
= ρ⊥

(
r′,φ′

)
ρz
(
z′
)
=
ρz (z′)

πr2b
(11.300)

则在圆柱坐标系中积分写为ˆ
dr′ =

ˆ ∞

−∞
dz′
ˆ 2π

0

ˆ rb

0
r′dr′dφ′ (11.301)

当测试粒子在轴上时，有 r = 0,φ = 0。由于 I0(0) = 1 #= 0, I>0(0) = 0，此时仅需

考虑m = 0，修正贝塞尔函数化简写为

Km

(
kr>
γ

)
→ K0(ξ) (11.302)

其中，ξ = kr>/γ = kr′/γ。利用以下积分公式ˆ ξ

0
xK0(x)dx = 1− ξK1(ξ) (11.303)

则可得单位长度高频、一维纵向空间电荷阻抗

Z‖(k) = −
Ẽz(k)

Ĩ(k)
=

iZ0

πγrb

1− ξbK1(ξb)

ξb
(11.304)

其中，Ĩ(k) = qβcρ̃z(k)，ξb = krb/γ = 2πrb/γλ，束团密度分布函数的傅里叶变换

定义为

ρ̃z(k) =

ˆ ∞

−∞
dz′ρz(z

′)e−ikz′ (11.305)

注 细节推导可参考 Marco Venturini, Models of longitudinal space-charge impedance
for microbunching instability, Phys. Rev. ST Accel. Beams 11, 034401 (2008). https:
//journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.11.034401

定理 11.23. 电子束等离子体振荡

对电子束而言，第 1 章 (§1.3) 定义的等离子体频率可写为

ωp =

√
nee2

meε0
=

2c

rb

(
Ib
γ3IA

)1/2

(11.306)

781

https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.11.034401
https://journals.aps.org/prab/abstract/10.1103/PhysRevSTAB.11.034401


11.7 尾场与阻抗公式

#

其中，

ne 为电子束体密度

Ib 为电子束电流

rb 为束团横向尺寸

γ 为电子束能量

IA = 17045 A 为 Alfven 电流

由于纵向空间电荷效应，电子束在纵向呈现等离子体振荡，振荡频率 ωSC 有

ωSC(k0) = c

[
Ib
γ3IA

k0
4π |ZLSC (k0)|

Z0

]1/2
≤ ωp (11.307)

证明 参考 Z. Huang et al., Suppression of microbunching instability in the linac coherent
light source, Phys. Rev. ST Accel. Beams 7, 074401 (2004).https://journals.aps
.org/prab/pdf/10.1103/PhysRevSTAB.7.074401。

定理 11.24. 一维、单一、二极铁相干同步辐射尾场函数

#

基于一维线电荷模型，考虑在自由空间中单一个二极铁 (弯转半径 R，总弯转角

度 φm)，对于极端相对论情况 (γ → ∞)，有以下单位长度相干同步辐射 (coherent
synchrotron radiation, CSR) 尾场函数：

W‖(z > 0) = −Z0c

4π

2

34/3R2/3(s)z4/3
(11.308)

其中，

Z0 ≈ 377 ≈ 120π Ω 为真空阻抗，为一常数

z > 0 为源粒子前方纵向坐标

R 为 s 处的瞬时弯转半径

此式适用范围a为 0 < R/γ3 $ z $ R

留意，负号表示测试粒子获得能量。当 z → 0+ 时，有

W‖
(
0+
)
=

Z0cγ4

3πR2
(11.309)

正号表示测试粒子失去能量。

证明 参考第15章。

a此处指的适用范围针对双粒子模型。对束团整体尾场，将此尾场函数与束团分布函数卷积，分部积
分时可忽略极短距离时的发散问题。一般处理电阻壁尾场 (∝ z−3/2) 时也这么做。

定理 11.25. 一维、单一、二极铁相干同步辐射阻抗

基于一维线电荷模型，考虑在自由空间中单一个二极铁 (弯转半径 R，总弯转角度

φm)，对于极端相对论情况 (γ →∞)，有以下单位长度稳态相干同步辐射 (coherent
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#

synchrotron radiation, CSR) 阻抗：

Zs.s.UR
CSR (k(s); s) = − iZ0k1/3(s)A

4π|R(s)|2/3
(11.310)

其中，

A = −2π
[
Bi′(0)

3 + iAi′(0)
]
= 31/3Γ

(
2
3

)√
3i− 1 ≈ −0.94 + 1.63i

Ai 与 Bi 为 Airy 函数

k 为波数

R 为 s 处的瞬时弯转半径

证明 傅里叶变换。

注上式适用范围：k < kc，其中，kc = ωc/c = 3γ3/2R 为同步辐射临界波数。此

外，由阻抗特性知，阻抗虚部正负符号必须变化，此相干同步辐射阻抗形式不是完

整的表示式。

" 练习 11.25 根据尾场函数与阻抗函数互为傅里叶变换的定义，证明已知相干同步辐射尾

场函数，则有对应的阻抗函数。反之亦然。推导以上结果。提示：已知尾场函数，推阻

抗相对容易。已知阻抗，反推尾场函数较难。 "

定理 11.26. 一维周期性谐振腔结构阻抗
如图 11.29，一维周期性谐振腔结构阻抗的高频渐进公式可写为

ZUR
‖,linac(k) =

iZ0

πka2

[
1 + (1 + i)

α(γ)L

a

√
π

kg

]−1

(11.311)

其中，ReZ‖(k) ∝ k−3/2

α(γ) ≈ 1− 0.4648
√
γ − 0.0704γ

γ = g/L

k = ω/c 为波数

L 为谐振腔结构周期；g/L 占空比

b 为谐振腔半径 (cavity pipe radius)
a 为金属管半径 (beam pipe radius)

利用逆傅里叶变换，对应的纵向尾场函数有

W‖(z) ≈
Z0c

πa2
e

2πα2L2(−z)

a2g erfc

(
αL

a

√
2π(−z)

g

)

≈ Z0c

πa2
exp

(
−
√
−z
ζ

)
, ζ = 0.41

a1.8g1.6

L2.4

(11.312)

或利用 Z⊥(ω) =
2c
a2ωZ‖(ω) 关系，得到横向阻抗函数后，利用逆傅里叶变换，有横
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#

向尾场函数

W⊥,x(z) ≈ −
4Z0c

πa4
ξ

[
1−

(
1 +

√
−z
ξ

)
exp

(
−
√
−z
ξ

)]
, ξ = 0.17

a1.79g0.38

L1.17

(11.313)
上式拟合结果的适用范围：s/L ≤ 0.15, 0.34 ≤ a/L ≤ 0.69 与 0.54 ≤ g/L ≤ 0.89。

证明 参考 K. Yokoya and K. Bane, The longitudinal high-frequency impedance of
a periodic accelerating structure, PAC 1999 (TUP105). https://accelconf.web.

cern.ch/p99/PAPERS/TUP105.PDF 与 K. Bane et al., SLAC-R-580, p.137 https:

//cds.cern.ch/record/352676?ln=en

图 11.29: 一维周期性谐振腔结构示意图。

定理 11.27. 考虑反常趋肤效应的电阻壁阻抗公式

对圆柱对称金属管壁，单位长度 电阻壁纵向阻抗有

Z‖(ω) = −
Z0

2πb

1
Z0
ζ(ω) + iωb2c

(11.314)

其中，b 为金属真空管道 (内) 半径，ζ(ω) 为表面阻抗，有

ζ(ω) = iZ0
ω+

cF (ω)
SI 单位：Ohm (11.315)

其中，+为电子平均自由径，一般为给定的物理量。上式中的其它参量有

F (ω) =
ψ

π

ˆ ∞

0
ln

[
1 +

κ+ ξχ(t)

t2

]
dt (11.316)

ψ = 1 + iωτ, τ =
+

vF
, κ = −ω

2+2

c2ψ2
, ξ = i

α

ψ3
(11.317)
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#

χ(t) =
2
[(
1 + t2

)
tan−1(t)− t

]

t3
, α =

3

2

(
+

δNSE

)2

(11.318)

δNSE =

√
2c

Z0σ0ω
(11.319)

其中，DC 电导率 σ0 有

σ0 =
ne2+

mvF
=

ω2
p+

Z0cvF
(11.320)

利用圆柱截面电阻壁特性，对应的单位长度 电阻壁横向阻抗有

Z⊥(ω) =
2c

b2ω
Z‖(ω) (11.321)

关于横纵向阻抗函数的讨论，可参考 §11.7.2。

对平行板金属管壁，单位长度 电阻壁纵向阻抗有

Z‖(ω) = −
Z0

πh

ˆ ∞

0

du

cosh(u)

1
cosh(u)
ζ(ω)/Z0

+ i ωh2cu sinh(u)
(11.322)

其中，h 为平行板间距 (全高)，ζ(ω) 为表面阻抗，如上定理给出。

!
笔记 考虑反常趋肤效应的电阻壁阻抗情况常见于超导波荡器的阻抗分析。更多

讨论可参考 K. Fujita, Impedance computation of cryogenic vacuum chambers using
boundary element method, Phys. Rev. Accel. Beams 25, 064601 (2022). https:

//journals.aps.org/prab/pdf/10.1103/PhysRevAccelBeams.25.064601 与 G.
Stupakov et al., Resistive wall wakefields of short bunches at cryogenic temperatures,
Phys. Rev. ST Accel. Beams 18, 034402 (2015). https://journals.aps.org/prab/
abstract/10.1103/PhysRevSTAB.18.034402。
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下面表格节录自 Handbook of Accelerator Physics and Engineering 一书中 §3.2.4 的 K.Y.
Ng and K. Bane, Explicit Expressions of Impedances and Wake Functions，总结了已知部件

的尾场阻抗模型公式与表格中对应的参考文献，供查阅参考。
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!
笔记 尽管节录的这些公式假设较为理想情况，与真实加速器管道的几何构形未必完全一

致，但这些公式在评估束团集体动力学效应时仍非常有用。如果要更准确计算尾场与阻

抗，一般采用数值仿真，可分为时域尾场与频域阻抗的模拟。在数值仿真方面，不管是尾场

或阻抗，一般求得的都是有限激励源—即有限束长—的尾场或阻抗，即W‖,⊥,Z‖,⊥，与这

里给出的尾场函数或阻抗函数存在些微区别。这里介绍的尾场函数或阻抗函数W‖,⊥, Z‖,⊥

为源电荷产生的，源电荷被视为点电荷，因此，这里的尾场函数或阻抗函数为一种格林

函数。通过数值仿真得到的尾场或阻抗更像是束团整体的尾场或阻抗。直观认为，只要

我们在数值仿真中尽量将束长减小，那么得到的结果将逐渐趋近点源电荷给出的尾场函

数或阻抗函数。然而，减小束长要付出的代价将是计算时间快速增加。对极短束团，准

确、快速计算尾场函数或阻抗函数是极具挑战的课题。

近年有些关于结合解析分析与数值仿真，给出准确、快速的尾场函数或阻抗函数的

工作，可参考 Boris Podobedov and Gennady Stupakov, Point-charge wakefield calculations
from finite length bunch wake potentials, Phys. Rev. ST Accel. Beams 16, 024401 (2013).
https://journals.aps.org/prab/pdf/10.1103/PhysRevSTAB.16.024401

此外，对极短束长或极高频阻抗，求解傍轴波方程的抛物线型偏微分方程也是一种

有效方法。此处不论，细节可参考 Gennady Stupakov, Using the parabolic equation for cal-
culation of beam impedance, New J. Phys. 8 280 (2006). https://iopscience.iop.org/a
rticle/10.1088/1367-2630/8/11/280/pdf

" 练习 11.26 根据点源电荷尾场函数 W‖,⊥ 与束团整体的尾场 W‖,⊥ 之间的关系，有

W‖,⊥(z) =

ˆ
W‖,⊥

(
z − z′

)
λ
(
z′
)
dz′

其中，λ为束团纵向分布函数。考虑高斯束团，通过傅里叶变换，证明点源电荷阻抗函数

Z‖,⊥ 与束团整体的阻抗 Z‖,⊥ 之间的关系。 "
解

Z‖,⊥(ω) = Z‖,⊥(ω)e
ω2σ2

z/2c
2

其中，σz 为高斯束团 rms 束长。这里给出一种由束团整体阻抗反推点源电荷阻抗函数的

思路。尽管得到此关系，但并不意味着此关系对任何频率都成立。当 ω . c/σz 时，以上

关系未必准确。 "

!
笔记 以上思路是将数值模拟得到的“尾场势”W‖,⊥，通过“反卷积”(de-convolution) 得到属

于格林函数的尾场函数 W‖,⊥。然后，对实际束团纵向分布 λ(z)，再将尾场函数与之卷积

得到我们想要的尾场势。有些读者或许觉得这个 先反卷积、再卷积 思路显得有些“绕”。

思考一下会发现，属于格林函数的尾场函数就是一种基底：因为通过叠加 δ 函数，能够

涵盖所有可能束团分布样貌。还有另外一种巧妙的思路，就是一开始就准备好几个良好
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基底，但不是 δ 函数激励的尾场函数，而是有限束长激励的“尾场函数”(虽然应该称尾场

势，但是这里想强调将之视为尾场函数)。然后，对实际束团纵向分布 λ(z)，可以通过这

些有限束长激励的“尾场函数”卷积后得到。可以想像，由于激励源不再是 δ 函数，因此

不是所有可能束团分布样貌的尾场势都能忠实呈现。比如：以 Hermite polynomial 为激励

源的尾场函数一般适用于不偏离高斯分布束团太远的情况。

对此类思路感兴趣的读者，可参考 V. Nys, Computer simulation of the longitudinal
motion including the wake-field force, using a Hermite polynomial expansion, CERN-LEP-TH-
86-34 (1986). https://cds.cern.ch/record/173922。

这一章介绍了常见部件尾场与阻抗的分析，给出目前许多已知部件的尾场阻抗模型

公式。测试粒子单次或单圈经过一加速器装置时，源粒子产生的总尾场或总阻抗可以通

过对各个部件的尾场或阻抗进行加总而得到。由于傅里叶变换为线性变换，使用尾场函

数或阻抗函数不影响最终动力学结果。一个良好、理想的尾场或阻抗函数，其计算尾场

或阻抗时不依赖于束团特性。但是，从前面三个例子的分析中发现，空间电荷尾场或阻

抗并不满足这里所谓的良好、理想的特性。从前面几页的公式中也可以看到，有些评估

尾场或阻抗的公式中包含束团参数。

感 兴 趣 的 读

者 可 以 试 着

找 出 哪 些 公

式 包 含 束 团

参数。

这里我们稍微讨论一下 总尾场/阻抗 = 独立部件的尾场或阻抗加总 的成立前提。首

先，成立的前提要求各个部件与安排次序无关，即满足交换律。对应到实际情况，成立

的前提有：

1. 各个部件尾场或阻抗模型不依赖于束团参数，或者，不能太过于依赖束团参数，否

则总尾场或总阻抗未必准确反映真实情况。当然，从应用角度看，此成立条件还与

考虑的集体动力学的时间尺度有关：不同集体效应涉及的时间尺度可能非常不同，

当涉及的时间尺度较长时，可以适当放宽此成立条件。

2. 尾场的特征长度尺度或阻抗的中心波长不能太短，或者说，对于高频阻抗，直接

将各个部件阻抗加总可能忽略了部件间可能的干涉效应。当高频尾场的频率高于

临近部件的截止频率时，尾场不被局限在某个部件内，此时加总法则将失效。这与

§11.7.2介绍的高频、多个谐振腔，按周期形成的串列结构的纵向阻抗频率定标关系

∝ ω−3/2 与单个谐振腔的纵向阻抗频率定标关系∝ ω−1/2 有根本上的差异的原因相

关。

!
笔记 与机器运行直接相关的加速器学家，应随时检测机器的整体阻抗：一台加速器的总

体阻抗体现的是它的“健康”情况。随着机器运行、升级、更迭，安装或移除电磁部件 (尤
其是插入件) 或改变金属真空管道结构等都将对加速器的总体阻抗 — 包含实部的电阻与

虚部电抗 — 造成影响。由此，对束团集体效应的影响或冲击也就随之改变。集体效应的

粒子动力学将在第12章、第13章介绍。
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分析一加速器设计参数的集体效应时，是不是就是把这一小节给出的表格里的所有

尾场函数或阻抗加总，然后作为第12章、第13章即将介绍的粒子动力学分析的已知信息?
理想情况下可以这么认为。但是，一台加速器的不同部件这么多，林林总总加起来是非

常艰巨的任务。一般来说，在设计阶段，我们会针对眼前最需要考虑的集体效应，根据

其不同机制，涉及的空间、时间特征尺度也不同，选择最相关的一个或几个尾场或阻抗

模型纳入分析。例如，对直线加速器驱动的自由电子激光装置，影响上游直线加速段单

束团集体效应的尾场主要有几何尾场 (geometric wakefield)，束长短于 100 µm之后，则主

要由相干同步辐射 (coherent synchrotron radiation, CSR) 与纵向空间电荷场主导。CSR 将

在第15章进一步介绍。

在加速器总体设计阶段，有一个专有名词称“阻抗预算”(impedance budget)，这里解释

一下。加速器中的粒子束在传输时会与周围环境发生相互作用，即这里介绍的尾场、阻

抗函数加总导致的效应。阻抗预算是一种量化和管理这些相互作用的权衡。它本质上是

一个“预算”，用于设定粒子束在不导致严重集体不稳定性的前提下，允许束团与环境相互

作用的上限。阻抗预算可以想成财务预算，就像我们为不同的开支分配资金，并努力控

制在这些限度内一样，加速器物理学家也为机器的不同部分分配一定量的阻抗，并努力

将总阻抗保持在预算之内。通过仔细设计加速器组件以最小化总阻抗函数，可以确保粒

子束在加速器中的整个传输过程中保持稳定，并维持其所需的能量和特性。如果想提高

阻抗预算，那么就需要更强的外部阻尼机制或更好的磁聚焦结构设计。

!
笔记 对“阻抗预算”一词好奇的读者，还可以想想，为什么不称“尾场预算”?

11.7.5 能量损耗因子

前面 §11.5、§11.6给出了尾场函数与阻抗函数的定义。回忆一下，会发现尾场函数的

定义基于一明确的物理图像：尾场正比于纵向力 (或纵向电场) 对测试粒子在一段时间或

一段距离的积累效果，即冲量 (impulse)

W (r1, r2; τ) ≡ −
βc

q1q2

ˆ
dtF (r1, r2, τ ; t) (11.323)

当介绍阻抗函数时，直接定义其为 (已经考虑因果律的) 尾场函数的傅里叶变换。由

高等数学知识知道，一组互为傅里叶变换的函数在数学上等价。但是，到目前为止，似乎

觉得阻抗函数的物理图像不像尾场函数这么明确。这一节将介绍一个重要的物理量：能

量损耗因子 (loss factor)。结合以前在电路理论学过的概念，可将损耗因子与前面介绍的

阻抗函数的概念关联起来。

电路理论学过，一载流导线电流 I 经过阻抗 Z 元件时，产生的热功率 P 有

P = I2Z (11.324)

试着类比到粒子加速器情况。首先，带电粒子运动形成电流 Ib。再来，带电粒子经

过加速器部件时，残留的电磁场可以尾场函数 W‖ 表示，或者等价地以阻抗函数 Z‖ 表
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示。对有限电导率金属而言，残留在真空管壁上的电磁场将产生热；对具有结构不连续

的真空管道 (如谐振结构) 而言，残留在结构内的电磁场形同从粒子束能量摘取一部分能

量。总之，这些被动元件本质上将从粒子束提取部分能量35。现在，我们试着从第一原理

出发，推导粒子束经过尾场/阻抗结构时所导致的能量损耗。

分析整体束团能量损耗的第一步，先从考虑束团内某个粒子的能量改变开始。作为

测试粒子 dq′，假设在束团内的位置为 z′，则只有其前方粒子 z > z′ (假设电荷量 dq) 产

生的尾场能够影响，即 注意，这里是

尾场函数，不

是“单位长度”

尾场函数。

∆Edq′(z′) = −
ˆ

dqW‖(z
′ − z) = −

ˆ ∞

z′
dzλ(z)W‖(z

′ − z) (11.325)

其中，dq = λ(z)dz，λ 为一维纵向线密度分布。接着，利用叠加原理，束团整体的能量

改变可写成

∆E =

ˆ
dq′∆Edq′(z′) = −

ˆ ∞

−∞
dz′
ˆ ∞

z′
dzλ

(
z′
)
λ(z)W‖

(
z′ − z

)
(11.326)

其中，dq = λ(z)dz, dq′ = λ(z′)dz′。现在，考虑对电荷密度36与尾场函数同时做傅里叶变

换，并利用阻抗对称特性，有

∆E = − 1

2π

ˆ ∞

−∞
|λ̃(ω)|2Z‖(ω)dω = − 1

2π

ˆ ∞

−∞
|λ̃(ω)|2ReZ‖(ω)dω (11.327)

以上写成电荷密度 λ形式，也可以写成束团电流 I 的形式，有

∆E = −
ˆ ∞

−∞
dt′
ˆ ∞

0
dtI
(
t′
)
I
(
t′ − t

)
W‖(−ct) (11.328)

傅里叶变换37后，有

∆E = −
ˆ ∞

−∞

dω

2π
|Ĩ(ω)|2Z‖(ω) = −

ˆ ∞

−∞

dω

2π
|Ĩ(ω)|2ReZ‖(ω) (11.329)

以上几种不同但等价的 ∆E 表达式给出了束团整体经过尾场/阻抗结构时产生的能

量损耗：∆E > 0 表示束团获得能量、∆E < 0 表示束团失去能量。对于功率损耗，有

P = ∆E/∆T，差一个时间量纲 ∆T。一般 ∆T 取值为束团经过该结构的时间。

!
笔记 回忆电路理论学过的 P = I2Z，与上面结果比较，找出相似处。由此，纵向阻抗函

数被赋予了明确的物理意义：其实部表征束团的能量损失。

35主动元件如加速腔，在第 8 章介绍过，是给粒子束供应能量。

36利用 λ̃(−ω) = λ̃∗(ω) 与

λ̃(ω) =

ˆ ∞

−∞
dze−iωz/cλ(z) ⇔ λ(z) =

1
2π

ˆ ∞

−∞

dω
c
eiωz/cλ̃(ω)

注意，λ(z) 与 λ̃(ω) 量纲不同。

37利用 Ĩ(−ω) = Ĩ∗(ω) 与

Ĩ(ω) =

ˆ ∞

−∞
dteiωtI(t) ⇔ I(t) =

1
2π

ˆ ∞

−∞
dωe−iωtĨ(ω)

注意 I(t)、Ĩ(ω) 两者量纲不同。与线电荷密度函数相比，有 I(t) = cλ(z) 或 Ĩ(ω) = λ̃(ω)。留意线电荷密度
函数 )= 线密度函数，差一个电荷 q 量纲。

805



11.7 尾场与阻抗公式

!
笔记 对远程尾场或窄带阻抗，一般适用于储存环中的多圈情况，束团整体的能量改变还

可写成

∆E = −
ˆ ∞

−∞
dz′λ

(
z′
) ˆ ∞

−∞
dzλ(z)

∞∑

k=−∞
W‖
(
kC + z′ − z

)

= −ω0

2π

∞∑

p=−∞

∣∣∣λ̃ (pω0)
∣∣∣
2
ReZ‖ (pω0)

(11.330)

其中，ω0 = 2πc/C。这里用了如下近似代换：ˆ ∞

−∞

dω

ω0
→

∞∑

p=−∞
(11.331)

由以上讨论可以看到，无论是连续积分
´

或离散加总
∑

，束团的能量损耗或功率损

耗都正比于 |Ĩ(ω)|2Z‖(ω) 或
∣∣∣λ̃ (pω0)

∣∣∣
2
Z‖ (pω0)，即与束团线密度谱 (或线电流谱)、外部

阻抗谱的重叠程度有关。利用此概念，可以预想，对一短束团来说，低频阻抗对其影响

相比于高频阻抗来得小。是否可以以此类推，对长束团来说，高频阻抗对其影响相比于

低频阻抗来得小? 大致可以。但是，要留意长束团内如果存在“微结构”，则即使是长束团，

其微结构体现在束团线密度谱将存在高频成分，此时高频阻抗的影响将未必能忽略。

上面讨论的是纵向尾场/阻抗与能量损耗的关系。对横向尾场/阻抗来说，对束团的影

响体现在横向动量偏差 ∆x′ 或 ∆px。按类似方法，可以写出
〈
∆x′

〉
=
〈∆px〉
P0

≈ − 1

E0

ˆ ∞

−∞
dt′
ˆ ∞

0
dt xI

(
t′
)
I
(
t′ − t

)
W⊥(−ct)

= − x

E0

ˆ ∞

−∞

dω

2πi
|Ĩ(ω)|2Z⊥(ω)

= − x

E0
q2bunch

1

q2bunch

ˆ ∞

0

dω

π
|Ĩ(ω)|2 ImZ⊥(ω)

= − x

E0
q2bunchκ⊥

(11.332)

由于横向体现在动量偏差，因此 〈∆px〉又称 kick factor 或称横向损耗因子 (transverse loss
factor)。

!
笔记横向阻抗函数也被赋予了明确的物理意义：其虚部表征对束团产生的横向动量改变。

以下定义纵向能量损耗因子与横向 kick factor。

定义 11.13. 损耗因子 (loss factor) κ‖、kick factor κ⊥
束团经过尾场/阻抗结构时产生能量或功率损耗，由纵向尾场/阻抗导致的纵向损耗

因子定义如下：

∆E = −κ‖q2bunch, P = κ‖qbunchIbeam (11.333)
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#

其中，

κ‖ =
1

q2bunch

ˆ ∞

−∞

dω

2π
|Ĩ(ω)|2Z‖(ω)

=

ˆ ∞

−∞

dω

2π
|λ̃(ω)|2Z‖(ω)

=

ˆ ∞

0

dω

π
|λ̃(ω)|2ReZ‖(ω)

=
ω0

2π

∞∑

p=−∞
Z‖ (pω0) |λ̃(pω0)|2, 对储存环的窄带或离散阻抗谱或远程尾场

=

ˆ ∞

−∞
dτλ(τ)

ˆ ∞

−∞
dtλ(τ − t)W‖(t)

=

ˆ ∞

−∞
dτλ(τ)W‖(τ) ≡ 〈W‖〉

(11.334)
类似地，由横向尾场/阻抗导致的 kick factor 定义如下：

〈
∆x′

〉
=
〈∆px〉
P0

= − x

cP0
q2bunchκ⊥ ≈ −

x

E0
q2bunchκ⊥ (11.335)

其中，

κ⊥ =
1

q2bunch

ˆ ∞

−∞

dω

2πi
|Ĩ(ω)|2Z⊥(ω)

=

ˆ ∞

−∞

dω

2πi
|λ̃(ω)|2Z⊥(ω)

=

ˆ ∞

0

dω

π
|λ̃(ω)|2 ImZ⊥(ω)

=

ˆ ∞

−∞
dτλ(τ)

ˆ ∞

−∞
dtλ(τ − t)W⊥(t)

=

ˆ ∞

−∞
dτλ(τ)W⊥(τ) ≡ 〈W⊥〉

(11.336)

注 ∆E 与束团内粒子位置无关。但是，κ⊥ 则与束团整体的横向偏移 x 成正比。如

果束团内不同纵向切片内的粒子的横向偏移量不全是 x，则上式未必适用。此外，

〈∆x′〉表征的是束团整体的平均效应：对存在横向 x 偏移的束团整体，并不是束团

内所有纵向切片的粒子都经历一样的横向动量偏移：尾部切片的粒子通常受到比

头部粒子更大的横向动量偏移。

注 κ‖,κ⊥ 的 SI 单位均为 V/C。!
笔记计算损耗因子时，一个可能有用的积分公式：ˆ ∞

0
e−µx2

xν−1dx =
1

2
µ− ν

2Γ
(ν
2

)

由上定义知，纵向能量损耗因子 κ‖ 的量纲为 V/C，与纵向尾场函数 W‖ 一样；横向

kick factor κ⊥ 的量纲为 V/C/m，与横向尾场函数 W⊥ 一样。尽管对应的量纲一样，区别

是：尾场函数与束团参数无关，能量损耗因子或 kick factor 则与束团参数有关。

" 练习 11.27 对 RLC 窄带阻抗 ωR/Q $ ω0、对短高斯束团 σz $ c/ωR|∆|，其中，∆ =
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(hω0 − ωR) /ωR，证明束团整体的能量改变有

∆E ≈ −ω0q2RS

π

e−ω
2
Rσ

2
z/c

2

1 + 4Q2∆2

"

!
笔记 实验上测加速器阻抗的一种方式即测束团能量损失 (与阻抗实部相关)、束团纵向振

荡频移 (与阻抗虚部相关)。

" 练习 11.28 利用第 1 章 (§1.5) 学过的坡印廷向量与坡印廷定理，证明能量损耗因子可改

写为

κ‖ = −
1

q

ˆ ∞

−∞
dt

‹
A
S · dS

"
解 单粒子电流体密度可写成 J = qvδ(x)δ(y)δ(s − vt)ez，根据尾场与阻抗函数分析的刚

性束团假设，要求 ∂WEM/∂t = 0。 "

!
笔记 以上介绍的损耗因子表征束团经过尾场/阻抗结构时产生的能量损耗 ∆E ∝ 〈W‖〉或
横向 〈∆x′〉 ∝ 〈W⊥〉，体现的物理量是一阶矩 (first moment)。还可以定义二阶矩

σ2W‖,⊥
=
〈
W‖,⊥ − 〈W‖,⊥〉

〉2
=
〈
W2

‖,⊥ − 〈W‖,⊥〉2
〉
∝ σδ,W‖ ,σx′,W⊥ (11.337)

将表征束团经过尾场/阻抗结构时导致的能散或角散。

11.7.6 有效阻抗

到目前为止，我们介绍的尾场函数与阻抗函数都基于格林函数的概念，即基于刚性

束团近似、冲量近似，为沿轴并行运动的测试粒子与源粒子间的图像。受周遭环境产生

尾场的源粒子，视为 δ 函数，不是一个有限范围内分布的束团。且严格来说，尾场函数

与阻抗函数都独立于束团特性38，仅与电磁部件的参数相关。至于束团整体所受的影响，

借助上一小节的能量损耗因子 κ‖、κ⊥ 思路，可以通过将束团分布函数与格林函数卷积

得到，即将束团的时域分布函数与尾场函数卷积，或者，将束团的频域分布函数与尾场

函数卷积。这里的束团频域分布函数将与如下定义的“束团功率谱”(bunch power spectrum)
相关。

有些读者可能会纳闷，上面这段话看似不是新概念，为什么要重复介绍一样的概念?
保持耐心，以下即将介绍的有效阻抗 (effective impedance) 的概念与能量损耗因子 κ‖、κ⊥

概念仍有区别。

上一小节介绍能量损耗因子 κ‖、κ⊥ 时，假设束团分布是“平静”的 (tranquil)。但是，当

38空间电荷场与相干同步辐射场为例外。
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束团即将变得不稳定之前，束团内部潜在的集体效应机制其实是正在酝酿着，而不是表

面上看到的平静的分布。于是，一个聪明的想法是将束团分布函数转换到频域 — 即束团

功率谱，此束团功率谱如果与阻抗函数在一段频率范围内出现明显重叠的话，就表示此

束团容易受集体效应影响。回顾能量损耗因子 κ‖ 的表示式，其中的
´∞
−∞

dω
2π |Ĩ(ω)|

2Z‖(ω)

体现了这个概念。但区别是，以下即将定义的有效阻抗 (effective impedance) 更关注的是

束团内部微结构振荡时的谱样貌。

定义 11.14. 有效阻抗

分纵向有效阻抗
(
Z‖
n

)

eff
与横向有效阻抗 Z⊥,eff。(n,m, +) 模的有效阻抗分别定义

为
(
Z‖
n

)

eff

=

∑∞
p=−∞

Z‖(ωp)
np

· h0 (ωp)
∑∞

p=−∞ h0 (ωp)
∈ C (11.338)

与

Z⊥,eff =

∑∞
p=−∞ Z⊥ (ωp) · h0 (ωp − ωξ)∑∞

p=−∞ h0 (ωp − ωξ)
∈ C (11.339)

其中，

ωp = (pM + n)ω0 + mωβ + +ωs，M 为束团个数 (单束团 M = 1)，n =

0, 1, 2, ..., (M − 1) 为第 n 个耦合束团振荡模式

ω0 为储存环绕行频率，ωβ 为横向 betatron 振荡频率，ωs 为纵向同步振荡频

率

np ≡ ωp/ω0

对纵向有效阻抗，m = 0, + = 1, 2, 3, ...。
(
Z‖
n

)

eff
(m = 0, + = 1)为最低阶纵向

有效阻抗，需要计算 h0=1(ω) 束团功率谱

对横向有效阻抗，m = 1, 2, 3, ... 且 + = 0,±1,±2,±3...。Z⊥,eff(m = 1, + = 0)

为最低阶横向有效阻抗，需要计算 h0=0(ω) 束团功率谱

对横向有效阻抗，ωξ ≡ ωβξ/ηνβ，其中，ξ = ∆νβ/δ 为自然色品，η 为滑相

因子，νβ = ωβ/ω0

如果纵向束团分布为高斯分布，则束团功率谱定义为a

h0(ω) = (ωστ )
20 e−(ωστ )

2

(11.340)

其中，στ 为 rms 束长。

注有效阻抗不同于阻抗函数，与束团特性有关。一般情况，
(
Z‖
n

)

eff
希望控制在 1Ω

或更小。

注可以看到，横向有效阻抗中的束团功率谱有一频率偏移 ωξ，此为 §7.10 介绍过

的色品效应与横向 betatron 振荡一起导致。此效应在头尾不稳定性扮演重要角色，

将在 §12.3.4介绍。

注 对纵向有效阻抗，有些文献仍用 h0=0(ω) 作为束团功率谱计算。此处不细究其
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11.7 尾场与阻抗公式

#

差别。

注M = 1 时的单束团有效阻抗，又称机器阻抗 (machine impedance)。
注如果阻抗函数为宽带 (broadband) 阻抗，则可采用如下代换简化求和

∞∑

p=−∞
→
ˆ ∞

−∞

dω

ω0
(11.341)

再应用阻抗的对称性，于是有如下特性：

性质 11.10.宽带有效阻抗实部恒为零

#

纵向宽带有效阻抗实部恒为零，即

Re

(
Z‖
n

)

eff,BB

= 0 (11.342)

同理，当 ξ = 0 时，横向宽带有效阻抗实部恒为零，即

ReZ⊥,eff,BB = 0 (11.343)

注 上面横向等效阻抗中出现 ωξ，称为色品频率 (chromatic frequency)。h0 中出现

额外频率 ωξ 是由于单束团内存在由于 betatron 振荡与色品效应组合形成的微结构。

更多讨论可参考 §12.3.4、§13.8.4。

a此处归一化因子不需要，因为有效阻抗定义式的分母会除掉。

在加速器中，粒子束通常不是一个束团而已，而是形成束团串 (bunch train)，彼此存

在一定间距。第 8 章介绍过，此间距由提供纵向聚焦的射频 RF 加速腔的波长决定。如果

我们将束团串视为一巨型束团，那么巨型束团内个别束团的横向与纵向振荡恰好构成丰

富的束团功率谱，则以上定义的有效阻抗恰好可以应用到束团串的集体效应分析。多束

团形成的束团串的集体不稳定性有时又称耦合束团不稳定性 (coupled bunch instabilities)。
耦合束团不稳定性的分析相对复杂，此讲义暂不介绍。简单地说，从时域看，前方束团

留下的长程尾场在尚未明显衰减前，将影响后方束团，当后方束团、尾场与环境形成正

反馈时，系统将变得不稳定。从频域看，当束团串整体的某个振荡模式恰好对应阻抗函

数中具有较大阻抗值的频率时，或者说束团功率谱与阻抗函数两者存在明显重叠时，表

征束团与环境形成正反馈，此时系统将变得不稳定。

!
笔记 关于早期定义有效阻抗的一种说法是，早期加速器中的粒子束团长度比较长，粒

子感受到的阻抗主要以感性阻抗为主，即 Z‖(ω) ∝ ω。于是，一个方便的表述可以选择

|Z‖(ω)/ω| ∝ L，即等效电感值。尽管近代加速器的束长越来越短，有效阻抗的概念在分

析集体效应时仍然有用。

关于有效阻抗，此处仅给出定义与简短介绍，将不展开讨论。这一章重点在场动力

学，粒子动力学将在下一章介绍。

810



11.8 关于宽带阻抗模型的更多讨论

11.8 关于宽带阻抗模型的更多讨论

上一节介绍尾场与阻抗公式时，先从等效 RLC 模型出发，然后，基于宽带阻抗模型

Q ∼ 1，重点讨论了类腔结构的阻抗估算，包含相对低频 ω ≤ c/b 到相对高频 ω ≥ c/b，

最后介绍两种更高频的分析方法：Fresnel 衍射模型与几何光学近似。有时候，提到宽带

阻抗模型时，稍低频段也称 Fraunhofer 衍射，稍高频段则称 Fresnel 衍射模型。结束这一

章前，这一节将总结几个关于宽带阻抗模型的讨论：

1. 为什么特意花篇幅介绍宽带阻抗模型?
⇒ 对发生在单束团内的集体效应 (第12章、第13章将介绍)，特别是短束团情况，由于

束团短，束团频谱在频域延展的范围很大，因此与阻抗谱交集后的净效应主要体现

在其平均包络。图 11.30给出束团经过类腔结构后的尾场，通过对不同时间长度取

值，做傅里叶变换后，可以看到，较小范围的尾场数据体现在频域为平缓的、展宽

的谱线，没有共振尖峰，对实部、虚部皆如此。这些平缓的、展宽谱线可以通过等

效 RLC 宽带模型拟合。由此可知，对单、短束团的集体效应分析，一般关心的是平

缓的、展宽的阻抗频谱，此时可以通过等效 RLC 宽带模型拟合。前面介绍过，构

建等效 RLC 宽带模型的方法可以先从能量守恒定律、法拉第感应定律等开始，给

出阻抗实部或虚部的初步估算，然后再根据 RLC 宽带模型的特性，拟合旁路阻抗

RS 与中心频率 ωR。由于是宽带阻抗模型，假设 Q = 1。宽带阻抗模型方便之处在

于，一个可能很复杂的电磁部件仅需要两个参量 RS ,ωR 描述即可。

2. 宽带阻抗模型有什么缺点?
⇒ 从等效RLC模型可以很快得到，对极高频ω . 1情况，纵向阻抗实部ReZ‖ ∝ 1/ω2。

然而，根据 Fresnel 衍射模型分析，ReZ‖ ∝ 1/
√
ω。对多个谐振腔，按周期形成的

串列结构，有 ReZ‖ ∝ 1/ω3/2。这些差异将导致评估短束团能量损失时的误差，因

为

∆E = − 1

2π

ˆ ∞

−∞
|λ̃(ω)|2ReZ‖(ω)dω (11.344)

对极低频情况，对应长束团，评估短束团能量损失也未必准确。这里没有介绍，但

目前常用的有两套改良的宽带阻抗模型：

Hofmann-Zotter 模型 ⇒ 将目前等效 RLC 阻抗模型的实部的高频 ω−2 依存关

系，根据不同需要，调整为 ω−3/2 或 ω−1/2。极低频部分也可根据相应条件调

整。Hofmann-Zotter 模型可再细分第一类模型与第二类模型。

Heifets-Bane 模型⇒将阻抗函数按如下方式展开

Z‖(ω) = −iωL+R+B [1− i sign(ω)]
√
|ω|+ 1 + i sign(ω)√

|ω|
Z̃c + . . . (11.345)

这样展开的好处有：

每一项对应明确的物理意义⇒第一项为低频感性阻抗 (如：taper、bellows、
浅层或小谐振腔结构、准直孔等)，一般为加速器阻抗的主要贡献；第二
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11.8 关于宽带阻抗模型的更多讨论

图 11.30: (a) 类腔结构示意图；(b) 束团 (绿色虚线 σz = 3 cm) 经过类腔结构产生的尾场；(c) 利用傅
里叶变换计算得到的阻抗实部，实线为将 (b) 中 3 m 的所有尾场都做傅里叶变换，虚线仅将 (b) 中
30 cm(即 10σz) 的部分尾场做傅里叶变换得到；(d) 利用傅里叶变换计算得到的阻抗虚部，实线与
虚线同 (c) 方式得到；(e) 将 (c) 中的虚线取出，以等效 RLC 宽带模型拟合后的实部比较；(f) 将 (d)
中的虚线取出，以等效 RLC 宽带模型拟合后的虚部比较。图例修改自 L. Palumbo, V.G. Vaccaro, and
M. Zobov, Wake Fields and Impedance, arXiv (2003). https://arxiv.org/abs/physics/0309023。
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项为电阻阻抗 (如：深层谐振腔，参考 §11.4)；第三项明显为电阻壁阻抗

(参考 §11.3)；第四项则对应 §11.7.2介绍的类腔结构。

每一项对应的尾场函数可以通过解析公式写出来。细节此处不论，感兴

趣的读者可参考 L. Palumbo, V.G. Vaccaro, and M. Zobov, Wake Fields and
Impedance, arXiv (2003). https://arxiv.org/abs/physics/0309023。

3. 还有什么属于宽带阻抗模型范畴，但是这里没有介绍?
⇒ 在加速器中，束团传输过程，除了金属真空管道由于周遭环境改变而不可避免出现

过渡区域的 step-in、step-out 或 taper-in、taper-out 结构与加速谐振腔外，还有布局、

寄生在加速器管道内的束测元件。这些束测元件除了作为一种电磁部件对束团造成

影响外，束团的尾场也可能反过来影响束测元件的取值，进而影响束测结果。束测

元件一般可视为一类特殊的宽带阻抗模型。细节此处不论，对此感兴趣的读者应参

考相关专著。

定理 11.28. step-in、step-out 阻抗

参考图 11.31，一阶近似下，step-in、step-out 阻抗为电阻性主导，分别为

Zstep-in
‖ ≈ 0, Zstep-out

‖ ≈ Z0

π
ln

(
d

b

)
(11.346)

其中，b 为进入前的管壁半径，d 为进入后的管壁半径。

证明 先考虑 step-out情况，束团从较窄的区域进入较宽敞的区域，其空间电荷场
需要填充额外的 b < ρ < d的空间，对应束团损失的能量记为 U。此外，一部分的

空间电荷场将随结构骤变而衍射，对应损失的能量写做Erad。粗略近似两者贡献一

样，即 U ≈ Erad。由损耗因子知，

∆E = −κstep-out
‖ q2bunch = −U − Erad (11.347)

现在试着估算 U，先由高斯定律计算束团在较窄区域的电场，有ˆ b/2γ

−b/2γ
Eρ 2πρ dz =

qbunch
ε0
⇒ Eρ =

qbunch
2πε0ρ

γ

b
(11.348)

则

U(b < ρ < d) =

ˆ d

b
ρdρ

ˆ 2π

0
dφ

ˆ b/2γ

−b/2γ
dz ε0E

2
ρ =

q2bunchZ0

2π
ln

(
d

b

)(cγ
b

)
(11.349)

于是，

κstep-out
‖ =

U + Erad
q2bunch

≈ 2U

q2bunch
≈ Z0

π
ln

(
d

b

)(cγ
b

)
!
=

Zstep-out
‖
σt,eff

(11.350)

其中，σt,eff = b/c
γ 为束团空间电荷场的有效时间 (或有效长度)。留意，损耗因子的

量纲与阻抗的量纲差一个“时间”。因此有 Zstep-out
‖ ≈ Z0

π ln
(
d
b

)
。

对 step-in情况，束团从较宽敞的区域进入较窄的区域，尽管其空间电荷场随结构
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#

骤变而衍射，但这些能量不进入较窄区域，因此不影响束团能量，即

∆E = −κstep-in
‖ q2bunch

!
= 0 (11.351)

因此有 Zstep-in
‖ ≈ 0。

注此处给出半定量证明，较严谨的证明可参考相关文献，如 Ahmed M. Al-Khateeb,
Longitudinal geometric loss factor and impedance of a step-out discontinuity at arbitrary
beam energy in a round cylindrical beam-pipe, Nucl. Instru. Methods A 635, 35-40
(2011). https://doi.org/10.1016/j.nima.2011.01.169。

图 11.31: Step-in、step-out 阻抗。图例修改自 L. Palumbo, V.G. Vaccaro, and M. Zobov, Wake Fields
and Impedance, arXiv (2003). https://arxiv.org/abs/physics/0309023。
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11.9 关于尾场定义的更多讨论

前面 §11.5.1节给出的尾场函数的定义里提到，对纵向尾场来说，

W‖ (r1, r2, τ) = −
c

q1

ˆ
dtβ ·E (r1, r2, τ ; t) (11.352)

理想情况下，积分上下限应为 (−∞,∞)，分析的电磁部件单独存在于系统中，不包含其

它部件。考虑到实际加速器传输段不可能只有一个部件，因此，合理的修正积分上下限

应为 (−L/2, L/2)，其中，L 为部件结构长度。但是，仔细想想之后会发现，由于部件总

是半开放的，为了束团能够经过，电磁部件必须与金属真空管道接合，因此，只有在尾

场泄露到部件外的贡献可以忽略时，这么设定才合理。于是，读者可能会想，把积分上

下限再往两侧以外推，模糊地定为“感兴趣的”长度范围 L1, L2，应该可以更好地39包含部

件的尾场。以上讨论可总结写成如下：ˆ ∞

−∞
→

ˆ L/2

−L/2
→

ˆ L2

−L1

$ 积累后的冲量或能量变化作用在测试粒子

如果在我们关心的电磁部件前后附近没有其它部件，那么此法或许能给出令人满意

的结果。但是，如果临近还有其它电磁部件，则此法将不再令人满意。此时可能需要将

临近几个电磁部件一块纳入考虑，视为整体，如此一来才能够将高频 (特别是高于金属真

空管道截止频率的) 成分的尾场完整包含到模型中。注意到，以上对电磁部件长度积分后

的冲量或能量变化作用在测试粒子上，根据集总元件的思路，此冲量或能量变化作用在

测试粒子的位置一般合理选择为部件的中央、对称位置。此“中央、对称位置”看似合理的

选择将受到下面另一个更合理的概念挑战。

由目前讨论可以知道，这里定义的尾场函数忽略了追赶长度 (catch-up distance) 的概

念。追赶长度的概念是如此直观，以至于让人几乎认为这个概念是正确的。既然在目前

的尾场函数定义里忽略了追赶长度，即束团经过电磁部件后，尾场将作为一瞬时冲量近

似地在部件的中央、对称位置处作用在束团上，即前面介绍的 impulse approximation。从

物理图像来看，忽略追赶长度的前提为电磁部件长度足够长，束团在经历此电磁部件过

程中、受尾场追赶的“暂态”过程能够被忽略，即 L. b2/2∆，其中，∆为源粒子与测试粒

子的间距，其数量级不妨可视为束长。随着加速器性能提升，束长越来越短，比值 b2/2∆

将越来越大，以至于追赶效应将不再能忽略不计。由此将衍生一系列科学问题：

追赶长度在尾场模型里是否需要考虑?

或者说，追赶长度的图像是真是假? 若是真的话，对束团稳定性的分析可能带有颠覆性

的影响? 若是假的话，那么一些教科书提到追赶长度概念的都要重新审核了。不管是真

的假的，都有严重的后果40。

如果存在修正的理论模型，则应体现在场动力学与粒子动力学：

39既然积分上下限的认定变得模糊了，初学者也就不容易理解，并且，对积分上下限的认定变得要靠经验。一
般不乐见这种做法。

40此段文字部分源自 2023 年秋与赵午教授的邮件讨论及与高能所许海生、王娜等集体效应读书会成员的讨论。
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尾场如何修正以体现此追赶图像?

积累的冲量应在部件中央、对称位置或在其它位置作用在测试粒子?

即，wake kick 要算对，作用在测试粒子的位置、时刻也要算对。

进一步思考后，还会发现，尾场先赶上的是束团尾部粒子，随着时间演化，再往前

追赶上束团前方粒子。此图像与后面第12章、第13章将介绍的集体效应有根本上的不同。

是否存在一种追赶长度导致的不稳定性 (delayed catch-up instability)? 如果是，此不稳定

性是否存在阈值? 此外，追赶长度的概念是否与束流负载基本定理 (fundamental theorem
of beam loading, 第12章将介绍) 自洽? 追赶长度的概念是否与不同波段的尾场有关?
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K 第 十一 章 补充习题 k

1. 试简述 Panofsky-Wenzel 定理，写出其时域尾场函数与频域阻抗函数形式。

2. 尾场函数 (wake function) 可以视为一驱动电荷源分布的时域响应函数 (response
function)，又称格林函数 (Green function)。阻抗函数则是对应的驱动电荷源分布

的频域响应函数。在频域中，有欧姆定律 V = −IZ。

a) 根据因果律，推论阻抗函数在复 k 平面上半平面必须为解析函数。

b) 据此推导阻抗函数必须满足如下关系41

ReZ‖(ω) =
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ ImZ‖ (ω

′)

ω′ − ω

ImZ‖(ω) = −
1

π
P.V.

ˆ ∞

−∞
dω′ReZ‖ (ω

′)

ω′ − ω
以上关系称 Kramers-Kronig (KK) 关系，又称 Hilbert 变换，或称色散关系。通

过 KK 关系，可以在仅知道阻抗函数的实部或虚部部分信息下，推知另一部分

信息。

3. 粒子加速器中常见的纵向集总阻抗函数如下图

试定性说明纵向阻抗函数有如下特性的理由：

a) 较低频区域的阻抗存在共振，且实部与虚部大致呈现如图样貌。提示：利用

KK 关系。

b) 较高频区域的阻抗相对平缓，不再有共振峰。

c) 估算低频区域与高频区域的分界。

d) 解释为什么每个共振模为有限谱宽。

e) 由上图可以看到，由低频至高频的四个共振模，其品质因数Q值越来越小，试

着给出解释。

f) 通过 KK 关系，其实可以利用低频区域的信息推知高频区域的信息，试想其分

析思路。

41参考 Ref. [2] 的 Eq. (2.94)。
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g) 证明在高频区域，有 Z‖ ∝ 1/
√
ω。对横向阻抗，有 Z⊥ ∝ 1/

√
ω3。提示：参考

diffraction model。
4. 用 RLC 阻抗模型量化加速器部件阻抗是典型方法，但是其在高频区域 ZRLC ∝

1/ω2，与上题 (g) 的 Z‖ ∝ 1/
√
ω 不一致。有没有什么办法调和这个不一致?

解 思路：要求满足 kick factor 有限且满足数值计算的 ω 定标关系，再回头修正阻

抗模型，作为约束条件。

5. 试简述以下求解尾场阻抗的几种方法大致思路：

a) 相对低频：场匹配法、微扰法、级数展开/截断法

b) 相对高频：积分方程法、格林函数法、迭代法、宽带谐振腔模型、衍射模型

6. 试描述以下加速器常见结构的尾场阻抗分析思路42：(参考下页图)
a) step-in
b) step-out
c) 单个 open cavity (左图) 或 collimator (右图，又称 iris)
d) bellows43
e) 串列 cavities
f) 实际计算 (a,b) 情况，会发现，在高频区间，(a) 的实部阻抗→ 0−，(b) 的实部

阻抗几乎为一常数 > 0。试着利用物理图像解释此结果。提示：结构不连续面

会截断束团库仑场。

g) 对 (c) 左边图情况，试说明，束团纵向束长 σz 与束团横向尺寸 σ⊥，何者与金

属管壁尺寸 rb 对集体效应关系更紧密?
h) 对 (c) 左边图情况，当束团长度远大于金属管壁不连续尺寸时，试估算或说明

阻抗为纯虚数44。提示：利用法拉第定律。

i) 对图 (d,e) 情况，试说明，(d) 中的波纹管半径 rb(z) 改变幅度不是太剧烈情况

下，阻抗为纯虚数。

j) 对图 (d,e) 情况，试估算，对 (e) 结构，当凹槽深度 (b− a) 多深时，r = b 外侧

金属管壁将不贡献阻抗。正是这个原因，衍射模型才能适用。

k) 对图 (d,e) 情况，试说明，对单个 cavity，有 Z‖ ∝ 1/
√
ω。对于无穷长串列

cavities，则有 Z‖ ∝ 1/
√
ω3。提示：此题稍难。

7. 考虑理想导体金属管壁存在小凹槽，管壁半径 b，凹槽深度 d，长度 g，估算其阻

抗。以 RLC 阻抗表示，有 RS ≈ 60 Ω、Q ≈ 1、ωR ≈ c
b。

8. 忽略同步辐射效应，考虑一储存环，周长 100 m，真空金属铝管半径 5 cm，束团粒

子个数 1011，束长 1 cm。假设环中仅有一圆柱射频谐振腔，腔半径 10 cm。腔中除

基模外，存在中心频率等间隔的六个高阶模，每个高阶模 RS/Q = 60 Ω。

42这题用文字说明大致的分析思路即可。

43在加速器某些位置为了容许温度改变造成有些部件纵向可能的位移或有些部件需要加热至高温以达到更好
的真空条件，会在那些部件其间插入波纹管。

44此题可以通过上题检验结果一致性。首先，上题 (b) 的实部阻抗在束团长度远大于金属管壁不连续尺寸时几
乎为一常数 > 0 且趋近于 0+。对 (c) 左图情况，可以视为 step-out 与 step-in 的串列结构，束团经过 step-out
时，Re Z ∼ 0+ 表征损失能量；束团经过 step-in 时，Re Z ∼ 0− 表征得到能量。当长束团经过 (c) 左图的结
构时，束团整体净能量改变 ∼ 0。结构阻抗对束团的影响为改变束团内部能量分布，为纯虚数。
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a) 估算基模在金属管壁上的能量损失。

b) 估算每个高阶模在金属管壁上的能量损失。

c) 估算其余高于 c/b 的高频成分阻抗在金属管壁上的能量损失。

d) 估算趋肤深度。由趋肤深度可以推知衰减系数，由此推论这些能量损失是“局

部”局限在加速器金属管壁或是“均匀”分布在加速器金属管壁?
9. 参考下图，评估全环的 |Z‖/n|与Z⊥。假设储存环全环周长 200 m，包含 10 个波纹管

(bellows, ∆ = 1 cm)，10 个条带型束测元件 (stripline monitor, RS = 3 Ω, d = 20 cm)，
2 个 RF 腔。

10. 利用平面电磁波展开式

E‖(z, t) =
1

(2π)2

ˆ ∞

−∞
dω

ˆ ∞

−∞
dkẼ‖(ω, k)e

−iωt+ikz

代入尾场函数定义，证明尾场函数的主要贡献源于与测试速度粒子同步的场分量。

考虑以下两种情况：

a) 假设结构长度无限大，积分范围 (−∞,∞)。

b) 假设结构为有限长度，积分范围 (−L/2, L/2)。注：此结论对极高频的谐波分

量未必成立。

11. 对纵向 RLC 阻抗 ZRLC
‖ (ω)，证明ˆ ∞

0
ReZ‖(ω)dω =

πRSωR

2Q
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